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1. Introduccion

El problema del subespacio invariante fue postulado a mediados del siglo
XX por los mateméaticos John von Neumann y Arne Carl-August Beurling y se
puede formular de la siguiente manera. Sea X un espacio de Banach complejo
y sea T : X — X un operador lineal y acotado, entonces X tiene un subespacio
cerrado M no trivial que es invariante bajo T. Es decir, un subespacio cerrado
M para el cual T(M) C M y {0} ¢ M C X. Este es un problema clésico en
teoria de operadores que resulta muy interesante de estudiar pues es facil de
postular y de entender. Ademads sirve de motivacién para el estudio de varias
herramientas de la teoria de operadores.

Después de su formulacion inicial varios resultados clasicos permitieron acotar
el problema. Por ejemplo, si X es un espacio de Banach complejo de dimensiéon
finitay T : X — X es un operador acotado, entonces su polinomio caracteristico
dado por p(\) = det(T — AI) tiene todas sus raices en el campo. Luego existe por
lo menos un g € C, \g # 0, tal que T'— Agl no es inyectivo. Por lo tanto existe
xo # 0,29 € X tal que Ty = A\gxo. Entonces si dimX > 1, M = spanc{zo} es
un subespacio cerrado de X no trivial que es invariante bajo T.

Se puede notar que si se considerara el caso de un espacio de Banach sobre
R de dimensioén finita no se puede repetir el argumento anterior pues el polino-
mio caracteristico de un operador puede no tener raices reales. De hecho, como
todo subespacio de dimensién finita es cerrado, es facil encontrar operadores sin
subespacios cerrados invariantes. Tome por ejemplo las rotaciones en R2?, sus
respectivos subespacios son rectas en el plano que pasan por el origen. Luego si
la rotacién no es un multiplo de 27 este operador no tiene subespacio invariante
no trivial.

Por otro lado, si X no es un espacio de Banach separable, dado zy € X, con

xg # 0 se tiene que M = spanc{zo,Txo, - ,T"x0, -} (que es la clausura
del generado por {zg,Txg, - ,T™xg,---}) es un subespacio cerrado de X in-
variante bajo T. M es no trivial pues spangyig{zo, Tzo, -+ ,T"xo, -} €s un

subconjunto denso enumerable de M que no puede coincidir con X porque X no
es separable. Es decir, que si X no es separable todo operador lineal continuo
tiene un subespacio invariante no trivial. Para espacios de Banach separables
existen clases de operadores donde la solucién al problema es evidente. Por ejem-
plosi T : X — X es un operador de rango finito sobre un espacio de Banach
infinito dimensional y {Tx1,...,Tx,} es una base de la imagen TX entonces
M = spanc{Tz1,...,Tx,} es un subespacio cerrado de X no trivial que es
invariante bajo T.



Otra clase muy importante de operadores son los operadores compactos. Al
respecto Lomonosov probd en 1973 que cualquier operador lineal acotado en
un espacio de Banach que conmute con un operador compacto distinto de cero
tiene un subespacio invariante no trivial [10].

Los anteriores son resultados positivos sobre el problema, por el contrario Per
Enflo publicé en 1987 uno de lo primeros resultados negativos y corresponde a
un contraejemplo del problema. Es un espacio de Banach no reflexivo con un
operador lineal continuo sin subespacios invariantes no triviales [5]. Actualmen-
te el problema del subespacio invariante esta abierto para el caso de espacios de
Hilbert separables.

El desarrollo de este trabajo de grado consiste en primer lugar en revisar una
variante de la construccién de Enflo y también el resultado de Lomonosov. Esto
lo haremos en las secciones 3 y 4. En segundo lugar se van a estudiar herramien-
tas de célculo funcional y sus aplicaciones al problema del subespacio invariante.
Para esto, la seccién 6 estd centrada en la presentaciéon de varias herramientas
de andlisis armoénico. En esta se incluyen los temas sobre el Kernel de Poisson,
los productos de Blaschke y los espacios de Hardy H?(D) para 1 < p < co que
son subespacios de funciones holomorfas sobre C. En la seccién 7 se introduce el
espacio de Hardy de funciones holomorfas acotadas en D denotado por H*(D)
y por ultimo en la seccién 8 se va a construir el cdlculo funcional de Sz.-Nagy-
Foias sobre H* (D).

Finalmente, veremos que el problema del subespacio invariante sélo esta abier-
to para los operadores T' : H — H que admiten la construcciéon del célculo
funcional H*°. Este cédlculo funcional se entendera como un homomorfismo de
algebras

Or: H(D) = L(H)

donde L(H) es el conjunto de operadores lineales continuos de H en H. Final-
mente veremos que para los espacios de Hardy HP (D) se conoce la estructura
de los subespacios cerrados de algunos operadores importantes y se mostrara
de qué forma el cdlculo funcional relaciona estos resultados de los espacios de
Hardy con los subespacios invariantes de H bajo el operador T.



2. Definiciones basicas

De ahora en adelante X es un espacio de Banach y H es un espacio de
Hilbert. Se usa el término operador para hacer referencia a un operador lineal
continuo 7" : X — X, a menos de que se especifique lo contrario y por subespacio
invariante no trivial de T" se hace referencia a un subespacio cerrado M para el
cual TM C My {0} C M C X. A continuacién se hacen unas aclaraciones sobre
la notacién que se va a manejar en el documento y se exponen los resultados
clasicos del problema: una versién del contraejemplo de Per Enflo simplificada
por Bernard Beauzamy y el teorema de Victor Lomonosov para operadores
compactos.

" B(z)={yeX:|y—z| <e}

s Si M es un espacio vectorial sobre un campo K se denota por M’ el con-
junto de funcionales lineales continuos que van de M sobre K.

» Sli={x+iyeC | 22+ y?=1} esel toro en el plano complejo.

» D:={z+iy€ C | 22+y? < 1} esun disco abierto en el plano complejo.
= () es un subconjunto abierto de C

= H(Q) es el conjunto de funciones complejas que son holomorfas en §2.

» Z(f)={a€Q: f(a) =0} para f € H(Q).

v (F, 47, 1) es un espacio de medida con &/ una sigma-élgebra sobre E y
una medida compleja sobre E.

s (R, 4, ) denota la medida de Lebesgue en R y ([—m,7), %, \') denota la
medida de Lebesgue normalizada en S! de forma que ' (S!) = 1.

Sea T : X — X un operador, entonces
» o(T):={Ae€C | T — Al no es invertible} es el espectro de T.
» p(T) :=C\ o(T) es la resolvente de T

= Dado A € p(T), Ry = (T — \)~! es el operador resolvente.

Observacion 2.0.1. Si X es un espacio de Banach, es suficiente que el operador
sea biyectivo para que su inversa sea continua por el teorema de la aplicacion
abierta.



3. Contraejemplo: espacio de Banach reflexivo

En 1973 el matematico sueco Per Enflo dio un ejemplo de un espacio de
Banach y un operador lineal continuo sin subespacio invariante cerrado no tri-
vial. Charles Read y Bernard Beauzamy avanzaron en el trabajo de producir
versiones mas simples de este con las ideas de Per Enflo. Actualmente se conoce
una construccién en ¢; del contraejemplo de Per Enflo [2, Capitulo XIV]. Para
construirlo es preciso observar que dado un espacio de Banach complejo X y un
operador T' : X — X lineal continuo y acotado, para que T no tenga subespacios
invariantes no triviales es suficiente y necesario verificar que para todo x € X

X =spanc{z, Tz, T?x, T3z, ...}

es decir que X es la clausura del generado por {x, Tz, T?z,...}. Un z € X tal que
esto ocurra se denomina ciclico. Mas atin, dado un xg € X ciclico es suficiente
verificar que para todo x € X

xo € spanciz, Tz, T?x, T3z, ...}. (1)

Sea C[z] el conjunto de polinomios complejos con variables en z. Dado g € C[z]
se define una norma | - | en C[z] tal que si p(z) = ap + a1z + -+ + apz",
entonces [p(z)] = Yi_,|a;]. A esta norma la llamaremos la norma natu-
ral en C[z]. Ademds, dada una base de Hammel ordenada { fo, f1,..., fn,...}
de Clz] se define otra norma || - || con respecto a esta base tal que si p(z) =
Bofjo + Brfj, + -+ Bnfj, entonces ||p(z)| = Y7, |8i]- Sea X la completacion
de (Clz], || - ||), X es un espacio de Banach isométricamente isomorfo a ¢; via la
aplicacién de C[z] en ¢; dada por

Bofjo + Bifj + -+ Bufi, = Boej, + Brej, + -+ Bnej, .

donde {e;}22, es la base candnica de ¢1. Es decir e; € ¢ es la sucesién que vale
1 en la coordenada i-ésima y 0 de lo contrario.

Sea T : X — X el operador lineal definido por T'(g(z)) = zg(z). Si T es
continuo se tiene que 1 es un vector ciclico de T' ya que

Clz] = spanc{l,z,2°, ..}
Ademss dado g € X, 1 € spanc{g, 29, 2%g, 23g, ...} si para todo € > 0 existe un
polinomio complejo ¢ tal que ||p(T)g — 1| = ||¢(2)g — 1]| < e. Es importante
observar que para que esta propiedad valga para todo g € X no es suficiente
demostrarla sélo en el caso en el que g € C[z]. Esto ya que dado € > 0, g € X,

{gn}nen C Clz] tal que g, = gy {©n }nen una sucesion de polinomios complejos
para los cuales |, (T)gn — 1|| < € entonces si {||©n(T)|lop }nen es acotado

lon(T)g = 1| < lln(T)g — on(T)anll + |on(2)gn — 1|
< Nlen(Mlopllg = anll + llon(T)gn — 1]
— 0.



El problema es entonces que {|/¢n(T")|lop} nO es necesariamente acotada, luego
no se puede asegurar que si para todo g € C[z], 1 € spanc{y, zg,2%g, 29, ...},
entonces esta condicion vale para todo g € X.

Por lo anterior, la construccion del contraejemplo consiste en verificar lo si-
guiente

(I). T es continuo

(IT). Dado g € X existen {gn} C C[z]y {®n} sucesién de polinomios complejos
para los cuales ||¢n(T)g — on(T)gnll = 0y |lon(2)gn — 1|| = 0 de forma
que

len(T)g = 1| < llon(T)g = en(T)gnll + llon(2)gn — 1] = 0.

La idea de la construccién consiste en definir inductivamente una base en la que
en primer lugar se pueda acotar localmente el operador evaluado el operador
aplicado a (g — gn). En concreto la norma debe satisfacer que |T%g — Tq,| <
4||g|| para s en algun intervalo para luego asegurar que ||¢,(T)g—¢n(T)gn|| — 0.
Ademds, para cada g € X se construye la sucesién {¢,} con la propiedad de
concentration at low degrees de modo que ||¢,(T)g — 2°|| — 0 localmente y se
define la base en segundo lugar para que ||z° — 1|| — 0 localmente.

Para empezar, se definen inductivamente sucesiones de niimeros naturales {a, }5°,
{bmn}¥ v {vm}> con v_1 = vg = 0,vy, = (M — 1)(am + by) para m > 1 que
crezcan lo suficientemente rapido tales que
ap=by=1<a1<by<ay<by<---

de forma que se ordenen de la siguiente manera:

Up—1 < 8n < Gp + Vp—2 < 2an < 24y, + Vp—3 < -+ < (n—1)a, < a, + by,
y también
an + by, < (n—1)ay + by < 2(ap, +b,) < (n—1)ay +2b, < - <vy,=(n—1)(an + by)

De esta forma, los intervalos de este arreglo generan una particién de los nime-
ros naturales. Dado k € N se define la siguiente base de Hammel { fx }ren de C[z].

fO = 17

Sin>2yl1<r<n—16sin=r=1

fo = (28 =287 ra, <k <rap, +vn_r1 (a)
F ol(r=3)an—kl/bn-1 ,k (r—Dap +vp—r <k <ra, (b)

Sin>2yl1<r<n-1

o= 2k — b, 2k r(an +b,) <k <(n—1a,+rd, (¢)
BT 2l Dokl nan k(5 — 1)ay, + (1 — )by < k < 7(an + b) (d)



Los casos corresponden con la particion de arriba de modo que se va de v, _1
hasta (n — 1)a,, por medio de la iteracidn:

(0) = (a) = (b) = (a) = -~ = (b)
y de (n — 1)a,, hasta (n — 1)(a, + b,) por medio de la ieracién:

(d) = (¢) = (d) = (¢) = - = (d).

La familia { f; } es linealmente independiente y genera C|[z] luego esto define otra
norma || - || distinta a la usual |- | en C[2] tal que si p = Bofj, +B1fi, + + Bt
entonces [[p(2)|] = >2i, |Bil.

Lema 3.0.1. Si las sucesiones {a,},{bn} crecen suficientemente rdpido, para
todo k >0
1T fill < 2.

Es decir que T es un operador continuo con esta norma y por lo tanto se
cumple la propiedad (I).

Ademés, por la manera como se ordenan las sucesiones {a, },{b,} se puede
verificar que para k en el caso (a) estoesn >2y1<r<n-—1conra, <k<
Tap + Up—r—1

sz _pkran) < ||zk _ ka4 ||Zk7an — plk=an)=an) 44 ||Zk*(T*1)an _ pk—ran
|| fx L Jr—an +_“+‘ Jr—(r—1)an
Ap—p Ap—r—1 an—1
1 1 1
= + + PP +
Ap—p Ap—r—1 Qp—1

Se escoge {a,} que crezca lo suficientemente rdpido tal quesin >2y 1 <r <
n—1conra, <k<ra, + vp—r_1

1 1 1 2
+ ot <
Qp—r Ap—r—1 ap—1 Qp—r

”Zk _ Zk—ran” S

Entonces, si tomamos k =ra, paran>2y 1<r<n-1

2

7o = 1)) = 12 = 25~ <

(2)

anfr
También observe que si k estd en el caso (¢), estoesn >2y1<r <n-—1con
r(an +bn) <k < (n—1)ay + rby, se tiene

sz o bzzkfrb" S ”Zk o bnzkib" + ”bnzkfb” . bizkf%”
<l + ball Frbu |l + -+ 05V fre ey b

=1+by+--+ 0570

+ -+ Hb;ﬁlzkf(rfl)bn

Entonces, se escoge {b,} que crezca suficientemente répido tal que sin > 2y
1<r<n-1conr(a,+0b,) <k<(m-1a,+rd,

1% — 052~ | < 2007 3)

r _k—rby,
— bz




Se denota por P, C Clz] los polinomios de grado menor o igual a n y dado
f(z) € Clz], P.(f(2)) es el polinomio f(z) truncado hasta grado n. Ahora,
dado g € X para construir la sucesién de polinomios {¢,} deseados para (II).
definimos primero la funcién lineal @, : X — P(n_1)q,, que es la extension
lineal continua para la siguiente definicién en la base

T sil<k<(m-1apn
Qum(fi) =< ams’ siexisten>m:k=(n—m)a,+jcon0<j<v,
0 de lo contrario

Para la cual se verifican los siguientes lemas

Lema 3.0.2. Para todo m € N, Qn, : X — Pin_1)a,, €s continua y si las
sucesiones {an},{bn} crecen lo suficientemente rdpido, para todo g € X para
m>2yby,+an<s<(m-—1ay+bn,

[T%g — T°Qmgll < 4lg]l- (4)

Lema 3.0.3. Para todo g € X, con ||g] =1 ye >0 sea k > 1 tal que i <3
entonces existen m > 2 yr > 1 tales que m > r + k + 1 para los cuales

Pran (@nlo))] > - 5)

m

3 <3 <e

Am—r—1 — Qg

Y

Lema 3.0.4. Dadosn > 0,¢,6, M > 0 existe K > 0 tal que para todo q(z) € P,
y para todo 0 < m < n con |q(z)] < M y |Pn(q(2))| =6 sim <n’ <n existe
h(z) € Py tal que

| P (hg) — 2™| < € (6)

y|h| < K.

Como se vera més adelante, con la notacién de la propiedad (II) para todo
g € X, ¢m = Qm(g) son los polinomios deseados.

Finalmente, se va a probar que 7' : X — X no tiene subespacios invariantes
no triviales.

Teorema 3.0.1. Sean X el espacio de Banach que se construyo y T : X — X
el operador lineal continuo definido anteriormente. Entonces para todo ¢ > 0,

g € X con ||g|| =1 eziste ¢ polinomio complejo tal que

le(T)g — 1| <e.
Demostracion. Dado € > 0, por el lema 3.0.3 existen m > 2y 1 <r < (m—2)an,
tales que |Prq,, (Qm(9))| > ﬁ y amifl < €. Por otro lado, para 1 < j <

(m — D)am, |f;] v ||2%] se pueden acotar por una constante C,, mayor a a,
que so6lo depende de aq,b1, - ,am_1,bm_1,am, en particular C,, no depende
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de by,,. Luego para todo k € N, |Q..(fx)| < Cy. Denote por Q,,(9) = Gm, luego
Gm € Pin—1)a,, y sise escribe g = 77 o f;

‘Qm| = ‘Qm (ZO&MZ)‘
=0

<D || Qu(£)]

=0

por continuidad, linealidad y la desigualdad triangular entonces

lgm| < Crllgll = Cm (7)

A continuacién, la idea de la prueba consiste en escoger la sucesién {b,,} de
tal manera que cumpla 4 condiciones. Entas condiciones valen si se escogen b,,
suficientemente grandes.

En primer lugar observe que por el lema 3.0.4 existen K,, > 0, que depende de
U, Cm, y existe h € Py_9),,, con |h| < K, tal que como |Prq,, (¢m)| > .

2 an
entonces 1

amCp,

|P(m72)am (hqm> - Zram| <
En particular,
1

(r+1)am <
| amCm

|P(m—1)am(zamhqm) -z

Sea ¢ = bizaerth, entonces se tiene que,
m

deg(p) = deg(h) + (am + bm)
< (m—=2)am + (am + bm)
=(m—1)am + by,

Si se escribe
(m—1)am,+bm

o(T) = Z a2’

$=am+bm

se sigue por el lema 3.0.2

(m—1)am,+bm
[o(T)g — o(T)gml = ST au(TPg - T gm)
8= +bm

(m—1)am+bm

< > ellTig = T

$S=m+bm
=l T°g — T*qm|
< 4lp|

11



donde |¢| = |72z Ttmh| = L |n| < ;L K,,. Entonces como primera condicién
se toma b,, suficientemente grande tal que

(79 ~ ¢(T)am < - )

m

Por otro lado,

deg(pqm) = deg(p) + deg(gm)
<2(m—Dam, + by

Entonces como segunda condicién se toma b, suficienteme grande para que
deg(pqm) < 2(am + bm) luego ©gm — Pim—1)a,.+b,, (9qm) €s una combinacién
lineal de elementos de la base correspondientes tinicamente al caso (d) luego

2(m—1)am+bm

Pdm — P(mfl)a,,fkbm (Soqm) = Z Az
s=(m—1)am+bm

S

luego,

2(m—1)am+bm

19@m = Pin—1)japm+bm () < Y levs 2|
s=(m—1)am+bm
2(m—1)am+bm

Z v |;
S 2[%bm75]/mam

s=(m—1)am~+bm
2(m—1)am+bm

1
Z |as| (Q[gbm(Q(ml)aerbm)]/mam)

s=(m—1)am~+bm

1
<
= |(pf]m| (2[_2(m_1)am+%bm)]/mam)
< |ellgml 1
= 1PHIm I =) am + Lom)]/mam
1 1
E|h||qm| <2[2(m1>am+;bm>1/mam>

1 1
EKmCm (2[—2(m,—1)am+ébm)]/mam, )

Entonces, como K,, y C,, no dependen de b,,, se puede tomar como tercera
restriccién b, suficientemente grande para que

IN

IN

IN

1
”()OQm - P(m—l)am+bm (‘me)“ < ai (10)

m

Ademas, por el caso (c) para am, + by < k < (m — Day, + by,

2% = bz =1
1 k k—b 1
R U |
e

12



haciendo un cambio de variables, si a,, < s < (m — 1)a,,

5ot =2l = (1)
Entonces, si se escribe
(m=1)am
Pim—1)a,, (2" hgm) = Z asz® (12)
S=am

Usando (11),(12) se tiene que

1
1Ptn—1)am+bm (P8m) = Plon—1)ap (2“7 ham) | = [l = Pln—1)an -+ (2% hg ) — Pin—1ya,, (2% ham) |

1
= “Tzfnp(m—l)am (Zathm) - P(m—l)am (Zathm)H

(m—1)am

1 S S
< Y gt =2
S=am m
(m=1)am 1
— Szza: |as|b
1
< |z“mhqm|a
1
hqm|—
|hgq ‘bm
1 K,,C,,
< |h — <

finalmente se toma como cuarta condiciéon que b, sea suficientemente grande
para que
1
1P —1)am 5 (99m) = Plm—1)an (2°" ham)|| < — (13)

m

Més atin, por (7) se tiene que
1Pin—1ya,, (27 hgm) = 20D | < |Pry—1ya,, (27 hgm) — 20404 |G
Entonces, por (8)

T a 1
HP(m—l)am(<p‘Im) — 2D < P (14)

m

Finalmente, como m > 2y r < m — 2 entonces r + 1 < m — 1 y por (2) se tiene

que
2

m—r—1

2 — 1) < (15)

Luego, por (9), (10), (13), (14) y (15)
lo(T)g — 1| <Ne(T)g — Pqmll + [19m — Pin—1)am+bm (9@m) I+
1 P(m—1)am+bm (PGm) = Pin—1)a,, (2" ham )|+

1P )0, (247 hgim) — 20 FDm || 4 [z Dam 1)
1111 2




De forma, que si escojo {am}, {bm} que crezcan lo suficientemente répido

3
l(T)g =1 < ——

m—r—1

<€
O]

La prueba del teorema ilustra la manera como se escojen inductivamente las
sucesiones {a, }, {bm} para que satisfagan las condiciones del teorema y de los
respectivos lemas 3.0.1, 3.0.2, 3.0.3. A continuacién se prueban los lemas 3.0.1,
3.0.4 y se omiten las demostraciones de los lemas 3.0.2 y 3.0.3 que son bastante
técnicos, para dar continuidad a la lectura pues el énfasis de este trabajo se
desarrollard en los capitulos 6 y 7.

Demostracion del lema 3.0.1. Para probar el lema es necesario considerar los 4
casos (a),(b),(c),(d) de la definicién de la base de X.

= Caso (a).

SeannZleSrgn—lén:rzlyfk:an_T(zk—z

k—an) entonces

Tfk; — an,T(zk'H _ Z(k—i—l)—an)

o Sik<rap+v,_r_1 entonces Tfr = fri1 v |TF:ll = | fesall < 2.

e Sik=ra,+ v,_,_1 entonces

ITfell = llan—r (=51 = 2FH17em)|

< anfr(HZk-H” + |‘Zk+1_an||)

y se tienen las siguientes cotas de ||zFT1||, [|[z¥*179||. Para la primera
cota se observa que fr1+1 estd definido segin el caso (b) ya que ((r +
1) = Dan + Un—(r+1) < T0p + Up_(r41) + 1=k +1, luego

|25+ = 2~ [+ D= Dan—(k+1)]/bns]
— 9~ [[(r+D)=F)an—(ran+vn—r—14+1)]/bn_1]

= 2[[_%a7L+Un—(7‘+1)+l]/bn71]

Entonces se puede tomar a,, suficientemente grande tal que ||z*+1]| <

—L—_ También se tiene que

n—r

HZkJrlfan”: ran+vn7r71+lfan||

B3
_ ||Z(7'_1)an+vn—7‘—1+1 ||

< ||Z(7‘71)an+vn—('r‘+l)+1 7Z'Un7(7‘+1)+1 H 4 ||Z7Jn—(r+1)+1 ||

Para el primer sumando observe que como (r — 1)a, < (r — 1)a, +
Up—(r41) + 1 < (7 = 1)ay, 4+ vn—, se puede usar (2) y se tiene que

2 1

Ap—(r—1) 20y

||Z(7n_1)an+vnf(1'+l)+1 _Z/Unf('r'+1)+1 || <
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Lo tdltimo tomando a,,_,11 suficientemente grande.

Para el segundo sumando observe que f,, ., +1 estd en el caso (b)
ya que (1 —1)an—r + vp—(r41) < Up—(r41) + 1 entonces nuevamente
se tiene que
||Z'Un—(r+1)+1|| — 27[[(17%)an—r*(vn—(r+1)+1)]/bn77~—1]
_ 2[(7%anf‘r"‘r’un—(7‘+1)+1)/bn77'71]
1
20y,

lo dltimo se obtiene tomando a,_, suficientemente grande tal que

—ag,

€2%n—r-1 < ﬁ Por lo anterior, | T f| < @n_p (|25 +]| 2519 ||) <
2.

» Caso (c). Seann>2y1<r<n-—1y fr =2 b,z entonces
Tf, = SRl bnz(k+1)_b“
y se tienen los siguientes dos casos.

e Sik < (n—1)a,+ rb, entonces Tfi = fry1 luego | Tfrl| =1 < 2.

e Si k= (n—1)ay, + rb, entonces se puede verificar que

Tf, = 2l Dantl=sbal/nan(p b iy,

luego || Tfell < (1 + bn)Q[("fl)a”H*%b"]/"“" < 2 tomando b, sufi-
cientemente grande.

» Caso (b).Seann >2y1l<r<n-—1y fp= l(r=3)an—kl/bu-1 2k entonces
Tfk — 2[(T—%)aﬂ,—k]/bn_1zk+1
e Sik < ra, — 1 entonces T'f), = 21/%»=1 f; .1 luego || T fx|| < 2.
e Si k =ra, — 1 entonces

Tfk = 2[(7"7%)aﬂ*(ranfl)]/bn—lZ(T‘lnfl)Jrl _ 2[1*%an]/bn712'ran

y observe que por (2) se tiene que |27 || = ||z"% —1]|4||1]| < +1

An—r

luego

2
T || < 2M—20n)/bns (1 - ) <2
An—r
si a, es suficientemente grande.
» Caso (d). Seann>2y1<r<n-—-1y fr= 2l(r=3)bn—kl/nan ,k entonces
Tfk _ 2[(7'—%)bn—k]/nanzk+l
De manera andloga se tienen los siguientes casos

e Si k < r(ay, + b,) — 1 entonces Tf, = 2l/nan 1 < 2 para ap
suficientemente grande.
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o Si k=r(an+ b,) — 1 entonces reemplazando
Tfe = 2(1*mnf%bn)/nanzr(avﬁbn)

y por (3) vy la cota anterior de |[z%"| se tiene que |z7(enFbn)|| <
et — g ran] 4 200 | < 205+ b, (72 + 1), luego

n—r

2
+1>)<2
Qp—r

||Tfk || = 2(17Ta”7%bn)/nan <2b;1 +b2 <

cuando b,, es suficientemente grande.
Por lo tanto para todo k € N, ||Tfx|| < 2.
O

Demostracion del lema 3.0.4. Seann > 0,¢,d, M > 0 entonces param = 1,....,n
se define

Qn ={9(2) € Po:g(z)[ <M A [Pr(g(2)] = 6}

Q,, es compacto ya que es un cerrado contenido en la imagen del conjunto
compacto [—M, M], bajo la funcién |- | : C — R que es continua porque define
una norma. Ademds se define la siguiente cobertura por abiertos de €,,. Fije
m < n’ < n.Dado q(2) € Qnm, q(z) = ap+ a1z + -+ amz™ + -+ ap 2" +
-+ 4 apz™ como |Pp(q(z))| > ¢ se puede tomar k = min{r : a, # 0}. Entonces
por el algoritmo de la divisién existe g(z) € P, tal que

2" =q(2)9(2) +7(2)
donde r(z) = cn/Hz"/‘H + ...+ cnurnz”/*‘". Para ver esto basta tomar g(z) =
bm—k + -+ by 2™ tal que
- = bm—k

0= arbm—k+1 + apq1bm—p

0= Z aibj

i+j=n’

Entonces como ar # 0 este sistema de ecuaciones tienen una unica solucién
para los coeficientes {bn}z;m_ x- Ademds, g(z) definido de esa forma satisface
q(2)g(z) = 2™ —r(z) donde r(z) es el residuo del producto que por construccién
no tiene exponentes de potencia menor a n’ luego Py (qg) = Py (2™ — 1) = 2™.
Por lo anterior existe un abierto no vacio U(g,n’,m) vecindad de ¢ que depende
de ¢,n’ y m tal que si ¢’ € U(q,n',m)

|Pu(qg’) — 2™ < e
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Como Q,,, es compacto existen finitos U(qy,n’,m), ..., U(q;,n’,m) que lo cubren
para cada m < n/ < n. Finalmente tome

K = méxmax max |g]
m n’ i=1,...,1

Observe que si ¢ € P, y n satisface las hipotesis del teorema entonces para todos
m,n’ tal que 0 < m <n' <n existe U(g;,n', m) tal que

|Pn’(Qiq) — Zm| < €

y |¢i| < K por construccién. O

17



4. Teorema de Lomonosov

Lema 4.0.1. Teorema de Mazur [13, Pg. 416]. Sea X un espacio de Banach y
sea K C X compacto. Se denota la cerradura convexa de K por

conv{K} = {Z)\le : Z)‘i =1Az; € K,Vi<n,n¢€ N}
i=1 i=1
entonces conv{K} es compacto.

Demostracion. Dado € > 0, como K C X es compacto K es cerrado y pre-
compacto. Es decir que existen z1,...,z, € K tales que K C (J;_, Be ().

A = conv{zy, - ,x,}, entonces conv{K} C |,  Be(r). Sea y € conv{K}
entonces y = > " Ny, Yoy A =1y y; € K parai=1,...,m. Ademds para
cada y; existe #* € {x1,--- ,2,} tal que [ly; — 2| < §. Se define z € A como

m
x =), Nz’ entonces

m

i — ZM SRR

A
'Ms Ik
S

RN

s
Il
—

B~

luego conv{K} Q Usea Bz (%) y por ende conv{K} C |J,c, Bs (). Por otro
lado ¢ : [0,1] X -+ x [0,1] = X definida por

g0(>\1, ey )\n) = Z)\Z.’EZ
i=1

es una funcién continua. Ademds si A" = {(A1,..., ;) € 0,1]" : D A; =1} es
cerrado pues es la preimagen de un punto y es compacto pues es un subconjunto
cerrado de [0, 1]™ que es compacto. Por lo anterior A = ¢(A’) es compacto. Por
esto existen finitos ki, - -, ky € A tales que A C |J;2| B (k;). Luego conv{K} C
Ule B.(k;) pues dado y € conv{K}, por lo anterior, existe x € A tal que
lly — x| < §. Ademas, existen k;,i = 1,--- , £ tales que ||k; — z|| < § luego

ly = kil < [ly — 2/l + [z — kil
<€

Por lo anterior, conv{ K} es un cerrado precompacto en un espacio de Banach

luego es compacto.
O

Teorema 4.0.1. [10] Dado un espacio de Banach X siT : X — X y T conmuta
con un operador compacto K : X — X distinto de cero, entonces existe un
subespacio cerrado no trivial de X invariante bajo T'.
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Demostracion. Suponga por contradicciéon que X no tiene subespacios T-invariantes
no triviales. En particular 7" no tiene valores propios. Sea K : X — X un ope-
rador compacto de norma uno para el cual TK = KT. Tome x; € X tal que
Kx1 # 0y ||[Kz1] = 1. Por continuidad existe § > 0 tal que para todo z en X

1
|z -z <6 = |Kz— Kz < 5

1
= [l — Kzl < 5

1
= |[Ezf| - [ Kz] < 5

1
= ||Kz| > 5

Tomando y = %, para todo y en X

Jv- 2 <1 = 1yl > 55> 0

Tome g = & y sea & = {y € X : |ly — 0| < 1}. Por lo anterior 0 ¢ K#
luego 0 ¢ A. Considere el dlgebra de operadores lineales continuos & = {T" :
X - X | T'T=TT'}. Como T no tiene subespacio invariante no trivial,
para todo y # 0,y € X, spanc{T"y : T' € &/} = X. En particular para todo
y € K% C X existe T' € o tal que |T'y — zo|| < 1. Es decir, dado y € K%
existe T7 € & tal que T'y estd en el interior de % luego existe un abierto U
vecindad de T"y tal que U C #. Tome V,, = T’fl(U) vecindad abierta de y para
la cual T"(V,) C ZA. Entonces {V, : y € K2} es una cobertura por abiertos
de K% y por compacidad existen finitos Vi, --,V,, abiertos y Ty,---, T}, los
correspondientes operadores de &7 para los cuales T;(V;) C . De forma que
para todo y € K% existe i = 1,--- ,n tal que Tjy € 4.

Se define una funcién continua f : [0, 00) — [0, 00)

f(q:):{l_x size|0,1]

0 de lo contrario

De forma que para todo y € K%, f(||Tiy — xo||) vale cero si T;y ¢ A y existe
i=1,...,n para el cual f(||T;y — xo||) no se anula 'y > i, f(||T;y — zol|) > 0.

Seap: K& — X
S (T — ol Ty
VW) = T F (T — o)

Para todo y € K%, ¥(y) es una combinacién lineal convexa de puntos en %
luego (K %) C . Entonces, como K% es compacto y 9 es continua, 1)(K %)
es compacto. Sea C' = conv{y(TH)} la clausura de la cerradura convexa de
este conjunto. Por el Teorema de Mazur (Teorema 4.0.1) C' C % es un convexo
compacto. Entonces por el teorema del punto fijo de Shauder o K : C — C
fija un punto. Es decir, existe yo € C, en particular yg # 0, tal que

(1)

> aiTiKyo = yo (2)

i=1
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con
~ JUITiKyo — x0l))
o

- X FUTiKyo — wol)
Finalmente, tome G = {z € X : Y7 | a;T;Kz = z}. Este es un subespacio

no trivial de X pues yo € G y ademds es invariante bajo T ya que dado = =
Yo, T K elemento de G

n
Ter=T (Z aﬂ}-Kx)
i=1

== i OéiTTiKSL’

i=1

i=1

3)

Lo anterior pues T; y K conmutan con T para todoi=1,...,n, luego Tx € G.
Ademéds > o;T;K : X — X es un operador compacto pues los operadores
compactos forman un ideal en el dlgebra de operador lineales continos, entonces
Yo oK : G — G también es. Sin embargo, restringido a G este operador
es la identidad, es decir que id : G — G es un operador compacto lo cual pasa
siy sélo si G es finito dimensional. Por lo anterior, G es un subespacio cerrado
no trivial de X invariante bajo T lo cual es una contradiccién. Por lo anterior,

existe un subespacio cerrado no trivial de X invariante bajo T.
O
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5. Herramientas de espacios de Banach, analisis
complejo y teoria de operadores

5.1. Teoria de los espacios de Banach

Teorema 5.1.1. (Teorema de Hahn-Banach)[1]. Sea E un espacio vectorial
normado real o complejo y M un subespacio de E. Dado ' € M’ existe ¢ € E’
extension lineal continua de f’ tal que || f]| = |lg]l.

Teorema 5.1.2. (Principio de acotacion de Banach-Steinhaus)[1]. Sea X espa-
cio de Banach, (z})icr una familia en X' tal que para todo v € X existe oy > 0
con

[EACH] e

para todo i € I. Entonces, existe a > 0 tal que ||z;|| < « para todo i € I.

Teorema 5.1.3. [1] Dado E un espacio normado reflexivo. Entonces toda su-
cesion acotada en F tiene una subsucesion en E que converge débilmente.

Teorema 5.1.4. (Teorema Arzela-Ascoli) [14]. Sea X un espacio métrico se-
parable y . una familia de funciones equicontinuas en X, entonces para toda
sucesion {fnlnen C F existe una subsucesion {fn, }ren que converge unifor-
memente en cualquier subconjunto compacto de X.

Teorema 5.1.5. (Teorema de representacidn de Riesz)[1] Dado H un espacio
de Hilbert y f € H' entonces existe un unico y € H tal que para todo x € H

f(@) = (2,9).
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5.2. Teoria de la medida

Teorema 5.2.1. (Convergencia dominada)[7]. Sea (E, <, 1) espacio de medida
real, (fn)Soo sucesion de funciones of -medibles definidas de E en los reales
extendidos p-casi siempre. Suponga que existe una funcion real positiva s €
LT (E) tal que ¥n >0, |fn(z)| < s(z) p-casi siempre.

= /h’minffnd,u < h'minf/fnd,u
n—oo n—oo

/h’m sup fpdp > lim sup/fnd,u

n—oo n—oo

Si los limites existen se tiene que

/Hm fndp = lim /fndp.
n—oo n—oo

Teorema 5.2.2. (Teorema de Representacidn de Riesz) [7] Sea E un espacio de
Hausdorff localmente compacto y sea I un funcional lineal sobre 6po(X) que es
el conjunto de funciones de soporte compacto en X. Entonces existe una sigma-
dlgebra M, sobre E que contiene a los borelianos y una medida requral (E, A, 1)
tal que para todo f € %po(X)

1= [ 1) )
E
Teorema 5.2.3. (Teorema Lebesgue-Radon-Nikodym) [7]. Sea (X, o/, 1) un es-
pacio de medida o-finita y v medida compleja o-finita en (X, o) entonces
» Eziste un unico par de medidas complejas g, s en (X, <) tal que
= fha + fs

con g K v es decir, g es absolutamente continua con respecto a v, y
s L v, es decir us es singular con respecto a v.

s Ademds existe una tdnica funcion fo € L1 (X, o/, v) tal que

pal4) = /A fod

y para toda f € L1(X, 9, |ua|)

/X fpa = /X £ fodv

para todo A € /. La funcion f, se denomina la derivada de Lebesgue-
Radon-Nikodym de p con respecto a v y se suele denotar g—z.

Teorema 5.2.4. [1/] Sea A la medida de Lebesgue, © € R* y {B,.(z)},<0 bolas
que se contraen hacia x cuando r — 0. Entonces si p es una medida de Borel
compleja en R* y dp = fd\ + dus

Dp(z) := lim B (@)

r—0 A(B(2)) = fl@)

casi siempre.
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Corolario 5.2.1. (Descomposicion polar)[7]. Sea (X, </, 1) un espacio de me-
dida compleja o—finito. Como 1 es absolutamente continua con respecto a |ul,
la derivada de Lebesque-Radon-Nykodym % € Li(X, o, 1) satisface

H(A) = / L)

A dlpl
donde |u| es una medida real positiva.

Teorema 5.2.5. (Fubini) [7] Sean (X, o, u), (Y, # ,v) espacios de medida
o—finitos y sea f una funcion compleja pxv-medible definida en X XY . Suponga
que alguna de las siguientes tres integrales es finita.

| Utdux
/Y/lel dpdv
[ [ 11 dva

/Xxyf(x,y) du x v(z,y) = /y/xﬂx’y) dpu(x)do(y)

- /X /Y F(,y) dv(y)du(a).

Entonces,
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5.3. Analisis complejo

Definicién 5.3.1. Dada f una funcion compleja definida en un subconjunto
abierto 0 del plano complejo, se dice que f es holomorfa en Q) si para todo
zp € Q

o 1) = 1)

zZ—20 zZ— 20

existe. Este limite se denota f'(z0) y se escribe H(Q)) para el conjunto de fun-
ciones complejas holomorfas en Q.

Teorema 5.3.1. (Ecuaciones de Cauchy-Schwartz) Dada f funcion compleja
definida en un subconjunto abierto del plano complejo 0 que es diferenciable
para todo z € Q. Entonces f es holomorfa si y sdlo si f satisface las ecuaciones
de Cauchy-Schwartz que son

0 0

2 + z—f =0.

Ox Qy
Observe que si f se escribe de la forma f = u + iv donde u,v son funciones
reales entonces las ecuaciones de Cauchy-Schwartz se escriben de la forma

ou Ov ou ov

oy ey o
Teorema 5.3.2. (Fdérmula de Cauchy en un convexo) [14]. Sean Q una region

abierta y conexa del plano complejo, v una curva cerrada en Q y f € H(Q). Si
z €  no pertenece a la imagen de v entonces

1) ndy(2) = 5 [ I e

T 2mi E—z

donde Ind(z) denota el indice de gama con respecto a z y define formalmente

como Ind,(z) = 5= , Eizdg,

Teorema 5.3.3. (Teorema de Morera) [14]. Sea Q una region abierta y coneza
del plano complejo y f € C(Q) tal que para toda curva cerrada v C Q

l f(2)d(z) =0

Entonces f € H(R).

Teorema 5.3.4. [14]. Sea Q un subconjunto abierto de C. Si f € H(Q) entonces
f se puede representar por una serie de potencias en ).

Teorema 5.3.5. (Liouville)[14] Si f es una funcion analitica en todo el plano
complejo que es también acotada, entonces f es constante.

Teorema 5.3.6. (Principio de mddulo mazimo)[14] Sean Q un subconjunto
abierto y conezo del plano complejo, a € Q, f € H(Q) yr > 0 tal que B.(a) C Q
entonces

F(@)] < mix | fla+ re)

y son iguales si y solamente si f es constante en €.
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5.4. Teoria de operadores
Lema 5.4.1. (Ecuacidn resolvente) [2] Dados pu, A € p(T') se tiene la igualdad
R, — Ry = (1 — \)R,Ry.

Demostracion.

O

Teorema 5.4.1. [2]. Dado un operador lineal continuo T : X — X, o(T) es
un subconjunto cerrado y compacto de C acotado por limsup,, , o ||T"
siempre menor a ||T)||.

1
noque es

Demostracion. Es suficiente probar que p(T) es abierto. Sea A € p(T) y Ry =
(T — X)~L. Tome p € C tal que |p| < m. Podemos definir el operador

o0
S(p) =Y RS
k=0
pues converge en norma de operadores. Ademds S(u) es la inversa de T'— (A+p).

[T = A+ @)]S(n) = (T = A) = u] Y u*REF!
k=0

S
k=0 k=0
= Id.
De manera andloga S(p)[T—(A+p)] = Id luego S(u) es la inversa de T'— (A +p).

ParaverqueU:{A+u:|u|<m} es abierto tome A+ p € U y sea e > 0
tal que |u|—|—e<m.DadanBE()\—l—,u)Q(C,a:)\—I—(,u—()\—I—u)—i—a)y

= A+ p) +af < |p[+ A+ p—qf
<|pl+e
1
[ RAll

luego B¢(A + ) C U. Por lo anterior p(T) es abierto, luego o(T') es cerrado.
Para ver que es compacto basta probar que estd acotado. Para ello observe que si

<

194 n| L . co Tk
5 limsup,,, o [|[T"]|# <1 laserie )~ | 7=t converge en norma de operadores.
Ademés

e 7Tk e Tk+1 o Tk
(T_/\)Z)\k-HZ_ )\k+1+ZF
k=0 k=0 n=0
= Id.
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Es decir, que si limsup,,_, . |[T"* < A, A € p(T). Por lo anterior, el espectro
"% . Finalmente

podemos observar que el limsup,_, . [|[T™]|* es finito ya que es siempre menor
que |7 O

Teorema 5.4.2. [9] La funcion resolvente X — (T — \)~1 definida en p(T) es
analitica.

Demostracion. Para todo A € p(T) y sea Ag también en la resolvente de T tal
que |\ — Ag| < m. Este existe ya que si |A — A\g| < @
0
A= Aol < [IT = Al = [A = Aol
1T = Aol

1
<
x|

IN

Ademds, por la ecuacion resolvente se tiene que
Ry[Id — (A — Xo)Rx,] = Ry,

y para A € p(T) con |A — Xg| < m se puede definir la funcién
0

A > (A= Xo)F RS,
k=0

tal que
[Id — (A= X0)Ra) > (1= M) RE, = (1= X0)"RE, = (1 — Xo)" ' R
k=0 k=0 k=0
= Id.

y el resultado es andlogo si se multiplica [Id — (A — Ag) Ry,] & derecha. Por esto
si ‘)\ — )\0| < ﬁ

Ry = Ry, [Id — (A — Xo) Ry, "

Por lo anterior la funcién reslvente definida en p(T') es analitica. O
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6. Herramientas de analisis armonico:
Kernel de Poisson

El kernel de Poisson define una aplicacion integral que se llamara la integral
de Poisson que va de .Z;(S*) en % (D). En concreto la integral de Poisson pro-
porciona una solucién al problema de frontera de Dirichlet. Este es que dada una
funcién continua f definida en S' es posible encontrar una funcién continua F
definida en el disco D que coincida con f en el borde del disco y cuya restriccién
al interior del disco sea armoénica. Ademads se va a probar que esta solucién al
problema de Dirichlet es tnica y si f es continua F' también lo sera. Para esto
es importante verificar el siguiente lema.

Lema 6.0.1. [1/, Pg. 199]. Sea (X, o/, u) un espacio de medida finita compleja,
@ una funcion compleja u—medible en X y Q un subconjunto abierto del plano
complejo que no interseca p(X), entonces la funcién

_ du(§) ;
B /x P(&) — 2 (=€)

es analitica en €.
Demostracion. Sean a € Cy r > 0tal que B,(a) C Q entonces para todo £ € X,
|p(€) — a] > r luego para todo z € B,.(a)

z—a
| <1

p(€) —a

Por esto para todo z € B,.(a) y £ € X considere la serie geométrica convergente

oo

(z—a) 1 1 1
25 —a"“:(@(f)—a)l— ot PO -z

Entonces, para todo z € By(a)

[ - /Z e dul©)

Por el Teorema de Fubini 5.2.5 como p es una medida finita y ¢ es p—medible

entonces
du(€ (z —
/x@ ) — 2 Z/ w(f)*a”“dﬂ(g)

27



que converge para todo z € B,.(a) pues si R es el radio de convergencia de esta
serie de potencias entonces

1 ,
Bl
, du(e)  |”
=1
noo ’/X (9(€) — ayrt1
du(€) )i
1 P L B
= ( 10 — )]

X
1
_ |l (X)\ ™
B nh~>ngo ( T‘"""l
_1
- T

Entonces r es menor o igual al radio de convergencia de la serie anterior. Por
esto para todo x € B, (a) la serie de potencias converge.
O

A continuacién se revisa la definiciéon de funcién armonica y su correspon-
diente caracterizaciéon, ademds se muestra que las funciones holomorfas son
arménicas. Mas ain, el propédsito del trabajo es estudiar el problema del subes-
pacio invariante a partir del calculo en funciones holomorfas por lo que es im-
portante observar su conexién con las funciones arménicas.

Definicién 6.0.1. Dada f una funcion compleja definida en un subconjunto
abierto del plano complejo 2, decimos que f es armonica en 2 si las sequndas
deriwadas parciales de f con respecto a x,y existen y también se tiene la igualdad

' o*f  o0°f
M= oy
=0.

Lema 6.0.2. Toda funcidn compleja f € H(QQ) es una funcién armdnica en Q.

Demostracion. Como f € H(Q) por el Teorema 5.3.1 f satisface las ecuaciones

de Cauchy-Schwartz luego g—i + ig—i = 0 y se tiene que

(D DY, (0,0
(5 m) (v 3)

_of of
022 Oy?
=Af.

O

Lema 6.0.3. (Propiedad de la media aritmética para funciones armdnicas) [14].
Dada f una funcion armonica en D y sea z € D entonces para todo 0 < r < 1
1 s

= flz+ reit)dt.
2 J_,

f(2)
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Como se menciond anteriormente, la integral de Poisson presenta una herra-
mienta para representar todas las armoénicas como una integral con Kernel de

Poisson, para esto se presentan las siguientes definiciones.

Definicién 6.0.2. Dado 0 < r < 1 el Kernel de Poisson P,.(t) : R — C es

la funcion definida por la serie geométrica convergente
oo
A |n| ,in(0—t)
P.g(e") = E ri™e
n=—oo
para t un niumero real.

Lema 6.0.4. Dado z € D, z = re'?.

4 it
P’l‘,@(elt) — Re |:8 + Zil

et — z
_ 1—1r2
1 —2rcos( —t) +r2

Demostracion.

Pryg(eit) _ Z 7,,\n|ein(c97t)
=14+ Z r"(ein(a—t) + e—in(f)—t)>
1
observe que si w = €™ 5 = ¢7"0=1 y w + W = 2Re(w), luego
Pog(e) = Re (1 " zzrnemw—w)
1
_ - |
=Re |1+ 22(2«“6”)”]

L 1

r Ze—it
Re L * (1 - Ze—lt>:|

'ezt _|_ Z_

_elt - Z-

Por otro lado,

e [e“ —I—z] e [(eit +2)] (e — %)

et —z (et —2)| (e7 — %)
- 1—22
1 — Re(r[ei®=1) 4 e=i0=0]) + 27

_ 1—r?
~ 1—2rcos( —t) +r2
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Utilicemos (2) para probar que P, g(e'’) > 0 para todo 0 <r <1, 0,t € R

1—7r?
1—2rcos(d —t)+r?
11—
T 142r 412

1—1r
= >0
1+7r

Lema 6.0.5. Para todo 0,t e R;0 <r <1

PT,O(eit) =

1 ™

— | PyeM)dt=1
o) o(e”)

Demostracion. Para todo m € N.

Zrn(ein(é)—t) + e—in(é—t)) < Z |7“ (ein(e—t) + e—in(Q—t))l
n=1 n=1
m
<3
n=1
2r
<
“1l-r

Entonces por el Teorema de Convergencia Dominada 5.2.1

L[ iy, LT = g in(6—t) | —in(6—t)
il P, o(e )dt%/ﬂlJerr (e +e )dt

2 J_,
1 oo T .
_ . n in(0—t) —in(0—t)
_1+27rnE:1r /_ﬂe +e dt
=1

lo anterior pues

m

1 ’ . . .
- [ezné —e inf einﬂ Te 171.9]
m
=0.

/71' ein(e—t) + e—in(@—t)dt _ i |:_ein(0—7r) + e—in(@—ﬂ) + ein(9+7r) _ e_in(9+ﬂ)}

—T

O

Definicién 6.0.3. Sea f € L*(SY), considere la aplicacion f + P[f] de L'(S?!)
en funciones armdnicas sobre D dada por

P(f](re®) = — / " P (e dt (4)

:% »

para re® € D, P[f] se denomina la integral de Poisson de f.
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Se puede verificar que si f € L'(S1) entonces P[f] es una funcién arménica
en el disco ya que por (2) si z =re?? 0 <r <1y f es una funcién real

i L[ e+ 2 ;
P[f](ree):% Re |:eit_z] fet)dt
1 T et + 2 it
= gRe . |:eit — 2::| f(@ )dt

Si se toma du(t) = (e +2) f(e')dt medida compleja finita y la funcién pu-medible
©(t) = €', la imagen de ¢ es S* luego por el Lema 6.0.1

o = [ [ st

_alett—z

es analitica para todo z € D y en particular su parte real también es analitica.
Por esto, se puede generalizar el resultado para funciones complejas. Es decir
que si f € L'(S!) entonces P[f] es una funcién analitica en D y por el lema
6.0.2 P[F] es arménica en D.

Més atin, si f € C(S!) y se define F,.(e??) = P[f](re?) entonces F, — f
uniformemente cuando r — 1. Es decir lim, 1 ||F; — f|lcc = 0. Para ver es-
to observe que si los polinomios trigonométricos se definen como funciones en
C(S") dadas por g(z) = Y ane™, con {a,}N__ C C, por el teorema de
Weierstrass como la familia {e*},c7 separa puntos y no se anula en ningtin
valor entonces los polinomios trigonométricos son densos en C(S*). Luego toda

funcién f € C(S1) es limite uniforme de polinomios trigonométricos.

Teorema 6.0.1. [1/, Pg. 234]. Sea f € C(SY), se define H(f) en D por

P[f](re'?) si0<r<l1

0\ _
H(f)(re™) = {f(rew) sir=1

entonces H(f) € C(D)

Demostracidn. Si g es un polinomio trigonométrico, g(t) = > N ane™ por

n=—
(1) se tiene que

N oo
. 1 s ] - -~
Plolre™) = 5 > a”/ R i (5)
n=—N T m=—00
1 Y w
= — In| Jin(6—t) jint
“ap X o [ e e Q
N
= Z a,r"ein? o
n=—N

observe que la igualdad en (6) es porque {e™},cz es una familia ortonormal
completa en L?(S). '
= lim Plg)(re"”) = 9(0)
s
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Entonces, H(g) € C(D) para todo polinomio trigonométrico. Ahora, dada
f € C(S') por el teorema de Wierstrass existe una sucesién de polinomios
trigonométricos {gr }ren tal que gr — f uniformemente. Entonces, es suficiente
mostrar que H(f) es limite uniforme de las funciones continuas H(gy). Para
esto observe que si h € C(S'), # € R, 0 <r < 1 por el lema 6.0.5

1 1 T 1 7
Pre)] = o [ Pratetnieal
< % | Py o(e™)h(e™)| dt

s

1 )
||hH51 o Pr’g(elt)dt

= || A5

IN

—T

Entonces ||H(h)||5 < ||h||s, en particular esto pasa para las funciones {gr — f}
k € N luego

[Hgr — Hfllp = 1H(gr — i < llgr = fllsr =0

Luego H(f) es limite uniforme de funciones continuas, es decir H(f) € C(D).
O

Observe que dada f € C(S1), si se toma F = H(f) entonces F es la solucién
al Problema de Dirichlet que se mencioné al principio. Més atin, se puede probar
que si f es una funcién compleja continua en D y arménica en D, entonces f es
la integral de Poisson de su restriccién a S*.

Teorema 6.0.2. [14, Pg. 235]. Suponga que u es una funcidn real continua en
D y armdnica en D. Si z =re’, z€ D con0<r <1, teR entonces

u(z) = S /ﬂ Pro(e™)u(e™)dt (8)

2 J_,

Demostracion. Sea ug: la restriccion de u a S* y u; = H(ug1) como definida en
el Teorema 6.0.1. Entonces u; es continua y por lo tanto también loes h = u—u;.
Suponga por contradiccién que existe zg € D tal que h(zp) > 0 y defina

9(2) = h(z) + h(z0) |’

g es continua en D y por construccién existe z; € D tal que g alcanza un

méximo local en el interior del disco pues g(z0) > h(z0) v g(2) = h(zo) en el
2

borde del disco. Por continuidad % <0y g—yg < 0. Note que las derivadas

parciales existen pues h es arménica. Sin embargo, si se calcula el laplaciano de

g se tiene que

%9 9%

— + —= = 4h(zy) > 0.
lo que es una contradiccién. Por esto, h = u — u; < 0 y de manera analoga se
tiene que u; — u < 0. Entonces u =uy y u= 5= [7_ P, g(e™)u(e™)dt. O

Se puede generalizar el resultado si f = u + v es una funcién compleja
continua en D y armoénica en D por la linealidad de la integral. Por tltimo,
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es natural preguntar si se puede generalizar el resultado del Teorema 6.0.2 de
forma que cualquier funcién armoénica en D se pueda representar como una
integral con kernel de Poisson. A continuacién se muestra que de hecho existe
una biyeccién entre medidas de Borel complejas positivas en S' y funciones
armoénicas positivas en D de forma que toda funcién arménica es la integral de
Poisson con respecto a esa medida.

Definicién 6.0.4. Dada p una medida compleja en S' se define la aplicacion
w > Pldu] tal que si z € D, con z = re'® entonces

Plul(:) = [ Pro(e)dute)

De igual forma se verifica que P[du] es arménica en D pues por el Teorema

6.0.4 P[dy] es la parte real de la funcién arménica [, etz qui(et) luego Pldy]

it __
es una funcién arménica en D. Ademds, en este caso ng eszpreciso abusar de la
notacién y tomar la integral en S* como la integral sobre la parametrizacién de
[—7, ) pues la medida p puede tener puntos de masa en los extremos. Por esto
el cambio de notaciéon. Con la notacién introducida se tiene el siguiente teorema
de representacién de funciones armonicas.

Teorema 6.0.3. [14, Pg. 247]. Sea f una funcién armdnica en D y para 0 <
r <1, se definen la funciones {f,}o<r<1 en el toro por f.(e??) = f(re?). Sea

sup |[|frllr = M < oo 9)
0<r<1

» Sip=1 existe una medida de Borel compleja pu en St tal que f = Pldu).
» Sil<p< oo existe una Unica funcién f* € LP(SY) tal que f = P[f*].
Demostracion. Sea f una funcién armoénica en D tal que

sup [|frlh =M < oo (10)
0<r<1

entonces {f fo<r<1 s una familia de funciones arménicas en D y continuas en
S pues f es armoénica en D. Ahora se definen los funcionales lineales {A, }o<,<1

en C(S') por
Moo= [ e dX
S1
Entonces si 0 <7 < 1, A ]| < M

Ayl = ’ / of, AN
s1

S/ lgfr| dXN

Sl

< lglloe / TARY
Sl

< Mgloo
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luego {A, }o<r<1 es una familia equicontinua en C(S1) y por el teorema de Ar-
sela-Ascoli (Teorema 5.1.4) existe una subsucesién de {A;_1 }nen que converge

uniformemente a un funcional A : C(S') — C en los subconjuntos compacto de
C(SY) y ||A]l € M. En particular existe una sucesién {r;}jen, 0 < r; < 1 tal
que r; — 1y A,, = A puntualmente pues los puntos son compactos en C(S h.
Por el Teorema de Tepresentacién de Riesz (Teorema 5.2.2) existe una medida
de Borel compleja u tal que dado g € C(St)

Ag= lim A,.g
’I”j*)l 7

lim gfr,dN

’I’j—)l St

/ gdp
Sl

En particular, sea z = ke? € D entonces g(z) = P,(0 —t) € C(S') pues es
analitica entonces

lim Pk9< lt)frj it d)\ / Pkg Zt d/J ) (11)

T]‘—>1 St

Por otro lado, como {f,.} son arménicas en D y continuas en S* por el Teorema
6.0.2 estas se pueden escribir por la integral de Poisson en D de forma que

Fle) = [ Peate)fi(e") axy (12)

comparando las ecuaciones (10) y (11)

f(z) = Tm f,,(2)

rj—1
=/ Pio(e™) dul(t)

= Pldu](z)

Por otro lado, si 1 < p < oo los funcionales A, se definen de manera andloga
ahora en L9(S') donde ¢ es el exponente conjugado de 1 < p < 0o 0 ¢ = 1 para
p = oo. Dado g € L9(S*) entonces por Holder

Aol =| [ o5 o)

< [ ol ax

< 1frllpllfrllq
= Mgl

de igual forma {A,} es una familia de funciones equicontinuas en L4(S') que
es separable luego existen A : L(S') — C un funcional lineal con ||Al; = M
y {rj}jen tal que r; — 1y A,, — A puntualmente. Entonces como A es un
funcional lineal en L7(S%) existe f* € LP(S?) tal que si g € L9(S?)

Lg(z) = /S1 gf”
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de manera andloga a la prueba anterior, si se fija z = ke’ € D y se pone

9(2) = Pro(e™), en particular g € LI(T)) luego como f es arménica
f(2) = Mo, fry(2) = Mon, | Pro(e))fry (%) aX(0)

:/ Pkt‘) zt zt)d)\()
= P|[f
O

Corolario 6.0.1. Para toda funcion armdnica positiva f en D vale (9) luego f
es la integral de Poisson de una medida de Borel p que resulta ser positiva en
St

Demostracion. Si f es una funcién arménica positiva entonces
I = [ 1] ax (o
Sl
= | f@re™) aN(t)

S1

= 1+(0) = £(0)

lo anterior por la Propiedad de la Media Aritmética de las funciones arménicas
6.0.3 luego vale (9) y por el teorema 6.0.3 se tiene que f(z) = P[du](z). Ademds
1 > 0 pues los funcionales A, que se construyen en la demostracién son definidos
positivos luego el limite es positivo. O
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7. Espacios de Hardy

Los anteriores preliminares de andlisis complejo y teoria de operadores no
tienen una relacién clara con el problema del subespacio invariante. En este
capitulo se introducen los espacios de Hardy que son subespacios de funciones
holomorfas en el disco abierto de C. Se discutiran las primeras aplicaciones de
los preliminares al problema de este trabajo.

En concreto los espacios de Hardy HP(D) para 1 < p < oo son espacios de
Banach que se pueden considerar como subespacios de los espacios LP(S!) tra-
dicionales. Con la ventaja de que para los espacios H?(D) se conoce mejor su
estructura y se pueden aplicar técnicas de andlisis complejo y analisis arménico.
En este capitulo se muestra que H?(D) es isométricamente isomorfo al subespa-
cio de sucesiones complejas ¢2 y con esto se caracterizan todos los subespacios
invariantes del operador de corrimiento a la derecha (right shift) en £* dado por
(1,29, y&p, ) = (0,21,22, -+ , &y, ). Este resultado se obtiene a partir
de teoremas de factorizacién para las funciones en H?(D).

Definicién 7.0.1. Para f € H(D) y 0 <r < 1 se tiene la siguiente notacion
fr(ew) = f(reie)v (1)
freC(SY). Sean 0 <p < ooy

1" z
0= |55 | 5]

| frlloo = méix|fr(ew)|

Para 0 < p < o0 se define HP(D) C H(D) el conjunto de funciones holomorfas
en el disco para las cuales

sup || frllp < oo
<r<1

En cuyo caso dada f € HP(D), | fll, = SUPg<,<1 Il follp-

Por otro lado se define N, la clase de Nevanlinna como el conjunto de
funciones f € H(D) tal que eJst T IfdN < oo donde Intt = Int sit > 1 Y
cero de lo contrario para t € R.

En primer lugar, es importante observar algunas propiedades de estos espa-
cios. Para 0 < p < ¢ < oo se tiene que H>* C H, C H, C N pues si p < g,
% > 1 y por la desigualdad de Holder se tiene

[ nrax < ( / mw’)q (N (sY) 7
Sl Sl

- ([3 fA‘IdA')5
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Entonces || fr|lp < || frllq luego sip < ¢ Hy € Hp,. Ademés

[ inray <1

luego Hs C H,. Por tltimo si p > 0, y M = {\ € S : |f,(A\)] > 1} entonces
usando la desigualdad de Jensen para la funcién convexa e”:

p
(efsl 't |fr|dA’) — oJsrnt [f PN

— eJumlfrlPaN

< / AN
M

< / A
Sl

de donde se tiene la tltima inclusién HP(D) C N, para todo 0 < p < oco. Este
resultado indica que todo espacio de Hardy pertenece a la clase de Nevanlinna.
La propiedad de Nevanlinna permitira caracterizar el conjunto de ceros de una
funcién lo cual serd necesario para presentar los teoremas de factorizacién de
los espacios de Hardy.

Finalmente veamos que si 1 < p < oo, HP(D) es un espacio de Banach.
Para ello hay que notar que en particular para 1 < p < oo se tiene que
1£llp, = tm,—q || fr|l,- Para 0 < p < 1 los espacios de Hardy HP(D) atin son
espacios vectoriales.

Lema 7.0.1. [14, Pg. 337] Sea1l1 <p <ooy f € HP(D) con0 <r < 1 entonces

11l = lim I,

Demostracion. Basta probar que || f,||, es mondtona creciente con respecto a r.

s Caso 0 < p<oo. Sean 0 < r; < rg < 1y considere una funcion real
continua h definida en B,.,(0) que coincida con |f|P en el borde de este
disco y sea arménica en el interior (note que la existencia de esta funcién
se tiene por la integral de Poisson pues |f|P restringida al disco de radio
ro es continua). Observe que es suficiente ver que para todo z € By, (0),
|f(2)|P < h(z) pues por la propidad de la media aritmética de la funcién
armonica h se tiene que

[ 1 ("

o) | fry () |Pdt = ) |f(rie™)|Pdt
< % _: h(rie™)dt
= h(0)
= 1 i h(roe™)dt
2r J_
_ L[ PN S ity |p
=50 | Ittt =5 [ ifaerar

—T
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Veamos entonces que para todo z € B,,(0), |f(2)[? < h(z). Sea f1 =
|f[P — R, como B,.,(0) es compacto y fi es continua esta alcanza su valor
méximo m ahi. Suponga por contradiccién que existe z € B,,(0) tal que
f1(2) > 0 luego m > 0 y defina M = {z € B,,(0) : fi(z) = m} entonces
M es un compacto no vacio contenido en el interior de la bola de radio rs.
En particular M es acotado luego existe » > 0 tal que para todo z € M
|z] < r. Ademds como M es cerrado existen zop € M punto limite de M y
€ > |zo| — r tales que Bc(z9) C B;,(0) y por la escogencia de €, 9B (zo)
interseca B,,(0) \ M en un conjunto de medida positiva pues toda una
parte del arco cae por fuera de M. Entonces

fi(z0) =m > g f1(zo + re’)dN (1)

pues el conjunto de valores 2o+ e’ parat € [—m,7) que no pertenece a M
tiene medida positiva y toma valores estrictamente menores a m. Pero esto
es una contradiccién pues como p > 1, |z|P es convexa y por la propiedad
de la media aritmética de las funciones armonicas f y h en zg:

fi(zo +re)dN (t) = / |f(z0 +re®)PAN (t) — [ h(zo +re')dN (t)
S1 S1 S1
P
> flzo +re)dN (t)| — [ h(zo +re™)dN (1)
S1 S1
~ £l — hizo)
= f1(20)

=m
Podemos concluir, si 1 < 72, || fr, |lp < ||frsllp-

Caso p = oo. Por el principio de médulo méximo (teorema 5.3.6) f res-
tringida al disco cerrado de radio r toma su méximo en el borde. Para ver
esto sea m, = Max|,|<, |f(2)| y defina M = {z : |z| < r A[f(2)] = m,}.
M es un cerrado en un compacto entonces es compacto. Si se supone por
contradiccién que M C B,.(0) y zg € M es un punto limite de M entonces
existe € > 0 tal que B.(z9) C B,(0). Por el Principio de Médulo Maximo
f es constante en Be(zo) lo que es una contradiccién pues zg se tomé como
punto limite de M. Por esto f restringida al disco cerrado de radio r toma
su maximo en el borde. Es decir que para r1 < ra, || fri oo < ||frs ||oo-

Finalmente se tiene que para 1 < p < oo y f € HP(D) entonces | fr|, es
creciente con respecto a r para 0 < r < 1 luego || f|l, = lmy—1 || fr]lp-

O

Teorema 7.0.1. [14, Pg. 338].5ea 1 < p < oo entonces HP(D) es un espacio
de Banach.

Demostracion. Primero verificamos que HP (D) es un espacio vectorial normado.
La desigualdad triangular se obtiene de la desigualdad de Minkowski:

}5% ||(f + g)er < }gq[”fr\lp + ||gr||p}
= [Ifllp + llgllp

38



Ademés, dada { f,,} una sucesién de Cauchy en H?(D), por la férmula de Cauchy
(Teorema 5.3.2) si |z| < r < R entonces

|n@—M@b2m/h5 ag
o) mm
% Vm
<L /m ()]
Por esto,
(R 1)) = S| < g [ |ulRE) = f ()
= Fudal
< H(fn - fm)R”p
< an - fm”ll

Luego para todo z € D, {fn(2)}nen es una sucesién de Cauchy en C luego
fn(2) — f(z) puntualmente en el disco. Ahora si 0 < r < 1 entonces {f,}
converge uniformamente a f en el disco cerrado radio r. Para ver que f € H(D)
observe que dada una curva cerrada v C D entonces existe 0 < r < 1 tal que
v C B,(0) luego como {f,} C H(D) se tiene que fw fu(2)d(z) = 0y por el
teorema de convergencia dominada

/f /mmu>

= 1 [ fu(2)d(2)
:

=0

Entonces por el teorema de Morera (teorema 5.3.3) f € H(€2). Ademds dado
e > 0 existe n € N tal que si m > n, ||fn — fmllp < € luego para todo r con
0<r«<i1

10 = Fudello = Jimn (= Fon)elly < €

Es decir que limy,, o0 [|f — finllp = 0. Por estosi 1 < p < oo, HP(D) es un
espacio de Banach. O
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7.1. El conjunto de ceros de funciones en H?(D)

Se quiere mostrar que dada una sucesién {a,}52 ;1 con a, # 0 es condicién
necesaria y sucifiente para que {a, }22; sea el conjunto de ceros de una funcién
f e N que > (1 —|an]) < co. Observe que si f € HP(D) para 0 < p < o©
entonces f € N, la clase de Nevanlinna introducida en el capitulo anterior. Por
lo tanto este resultado caracteriza el conjunto Z(f) para todo f € HP(D).

En concreto, para ver que la condicién > (1 — |ay,|) < oo es suficiente se define
una funcién B como lo que se conoce por producto de Blaschke de la sucesion
{an}52 ;. Ademads veremos que los productos de Blaschke son elementos del es-
pacio de Hardy H°(D) para los cuales Z(B) es {a,}32; con a lo sumo otro
cero en el origen.

Definicién 7.1.1. Sea {a,}52; una sucesidn en D para la cual o, #0 y

o0

> (1= ag]) < 00

n=1

Entonces para k € N se define la funcion
Sk H O — 2 o]
1—a,z a,

Una funcion B dada por esa expresion es un producto de Blaschke.

Para ver que B no tiene maés ceros que en los puntos «, de la sucesién y
posiblemente en el origen un cero de orden k es necesario el siguiente lema

Lema 7.1.1. [14, Pg. 299]. Sea {u,(2)}52 1 una sucesion de funciones comple-
jas acotadas D tal que Y, | |un(2)| converge uniformemente en D. Entonces el
producto f(z) = [[— (14 un(z)) converge uniformemente en Dy f(z9) =0 si
y solamente si u,(z0) = —1 para algin n.

Demostracion. Sea py el n-ésimo término del producto, veamos que {py} es
una sucesion de Cauchy con respecto a la convergencia uniforme en D. Como
cada |u,(2)| estd acotada en Dy > 7, |u,(2)| converge uniformemente en D
existe una constante C' tal que > | |u,(z)| < C para todo z € D. Ademss si
x> 0,14z < e” entonces Hfj:l(l + |un(2)]) < eXa=1lun(®l y se tiene para
todo N que

N
lpn (= H 1+ [un(2)]) < eXnmr lunG) < €

N
H 14+ un(z

si z € D. Ademds sea Ny tal que si M > Ny, >.°° / [un(2)| < € para todo
z € D entonces si M > N > N,
n= N+1

< |pN|< e e 1)

e“(e 1)

|pN pM|
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Como (e —1) — 0 si e — 0, {pn} converge uniformemente en D. Ademds
observe que f(z) = 0 si |up(2)] = 1 lo cual no puede pasar recurrentemente
para que Y |u,(z)| sea convergente. Mds ain a partir de la desigualdad anterior
se tiene que si M > Ny entonces

I, — Pl < [P, [ (e — 1)

y por lo tanto |pa| > |pn,[(2 — €°). En particular se tiene que

[F(2)] = |y (2)](2 =€)

Entonces si f(z) = 0, pn,(2) = 0 y existe uy,, tal que u,(z) —1 = 0. También
es claro que si py,(z) = 0 entonces f(z) = 0 luego f(z9) = 0 si y solamente si
un(zp) = —1 para algin n.

O

Observe que la convergencia no depende del orden de la sucesién {u,(z)} es
decir que bajo las hipétesis del teorema para cualquier reordenamiento o per-
mutacién o, f(z) = [[(14+ugmn)(2)) converge uniformemente en D. Esto se sigue
por hipétesis pues la serie de funciones converge absolutamente.

Sea {ay }n>1 una sucesion en D tal que Y- (1 — |ay,|) < co entonces por
el lema anterior tomemos
an — 2 o]

1+un(z):176 Z o

Veamos que Y-, |uy(2)| converge uniformemente. Sea z € D con |z| <r <1

lun(2)] = |1 on =2 |an|

1—-a,z a,

an — a2 2 — aplan| + z|an|

(1 —an2)an,
_ zlan|(1 — Jan]) + an(l — [anl)
(1—a,2)a,

z|lam| + an,

e (1 o)

lo anterior se puede acotar pues

|2lan| + an| < fom|(1+ |2[)
< lan|(1+7)

|O‘n - ‘O‘n|2z| > |an|(1 = [an|2)

2 fan|(1—=7)
Entonces si |z| <7
1+7
n < 1- n
[un(2)] < 37— (1~ |anl)
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Por la hipétesis se puede concluir que Yo |un (2)] < 122 3> (1—|ay,|) < .
Entonces Y 7, |u,(2)| converge uniformemente y por el lema 7.1.1 el producto
de Blaschke es limite uniforme de funciones holomorfas en el disco, entonces
B(z) € H(D) cuyos ceros corresponden exactamente a la sucesién {ay,}22; y
en el origen un cero de orden k.

Por tltimo veamos que para todo z € D, |B(z)] < 1 luego B € H*®. Es su-

ficiente notar que para todo n € N, |1°‘_"ETZ| < 1. Escriba ay, = rpe'fn, 2z = re?

y observe que como (1 —12) >0
2 <1l = r2(1-r}) < (1-1?
= r? +r” <1"27',21—|—1
Entonces,
r?sin?(0 — 0,) + (rn — rcos(0 — 0,))> =12 +r2 — 2rr, cos(d — 6,,)
<7r?r2 +1—2rr, cos(6 — 0,)
=r%r2sin?(0 — 0,,) + (1 — r7, cos(6 — 0,,))*

n

Finalmente al calcular |{%== | se tiene
. . 2
o, — 2 rpeifn — reif
11—,z 1 — rr,eif=bn)
Ty — ret@=0n)

1 — rr,ei0=02)
~ r2sin®(0 — 6,,) + (1, — rcos(6 — 6,,))?
~ r2r2sin%(0 — 0,) + (1 — 71y, cos(0 — 6,,))2
<1

Por esto se puede concluir que para todo z € D, |B(z)| < 1 luego B € H*™.

Ahora veamos que dada f € N y {ap}neny una enumeracién de los ceros
de f entonces necesariamente >~ (1 — |a,|) < oo. Para esto es necesario
caracterizar los ceros de las funciones de la clase de Nevanlinna N. En concreto,
veamos que los ceros de las funciones en N satisfacen la siguiente férmula de
Jensen. Esta férmula motiva la caracterizacion de la clase N. Queremos probar
que dada f € Dy 0 < r < 1 entonces si a1,...,an son los ceros de f en el
disco cerrado de radio r y enlistados en orden para todas sus multiplicidades

entonces
0)| H — ez= ST | fr(e")]d0
|an|

Recuerde que como f € H(D) entonces el conjunto Z(f) no tiene puntos limites
en D, por esto f sbélo puede tener finitos ceros en un disco cerrado de radio
0 < r < 1. Para ver que vale la férmula de Jensen se tiene el siguiente lema.

Lema 7.1.2. [14, Pg. 305]. 5= [Z"In|1 — ¢'|dt = 0
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Demostracion. Sea Q = {z € C: Re(z) < 1} que es una regién conexa del plano
complejo. sea h la funcién definida en © por () = 1 — 2y h(0) = 0. La funcién
h es holomorfa en  y se tiene que Re [h(z)] = In|l — z| pues

I1—z| = [eM?)

Re[h(z)] eiIm[h(z)]

€

_ Relh(2)]

Sea 0 < & <2myI'(t) = e parad <t < 27— 5. Entonces I es la curva de € a
e~ por el circulo unitario. Considere el cambio de variables z = e*, dz = ie"dt

entonces
1 27 —4 )
— h(e™)dt
o G

~ Re {217” /F h(z)d;]

Més atin, sea y(t) = 1 + re’ el arco orientado positivo del circulo centrado en
1 con radio r = |1 — 615‘ tal que €’ < 1+ re'* < e~%. Entonces por el Teorema

de Cauchy 5.3.2
1 dz 1 dz
0 () [27Ti/r (2) z QwiA () z}

1 2m—9 ) 1 d
— In|1 — e|dt = Re —/h(z)—z
2m Js 27 J, z

Por otro lado observe que |Im [h(2)]| < Z pues Re[e"*)] = Re[l —z] > 0 en Q
luego cos(Im [h(2)]) = Re[e!!™"(2)]] > 0 en Q. Ademés como h(z) es analitica
en ) la imagen es conexa luego se puede suponer sin pérdida de generalidad que

1 27 —5 )
In|1 —e|dt = Re

2 Js

luego

[Im [h(2)]| < 3. (1)

Entonces, dado z € « y para ¢ suficientemente pequefio |z| > C para una
constante que no depende de § y también 2 — 2 cos(d) < 62 luego

11—z =1 —¢®] = /(1 —cos(9))2 +sen2(d) = /2 — 2cos(d) < &
Por lo anterior para z € «y

[h(z)] _ [Re[h(2)]) + Im [h(2)]|

EE |2
_Inf1l — 2[4+ Im[h(2)]|
|z
1

<5 @+ 3]
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Entonces,

1 dz
| h(xZ=
21 /7 (2) z

<35 [1n(6) + 7]

La dltima integral es la longitud del arco v que es menor a 7d y se tiene que
% [ln (6) + %] — 0 cuando 6 — 0. Entonces tomando limg_.( se tiene que

1 27 .
—/ In|l—e|dt =0
2T 0

O

Teorema 7.1.1. (Férmula de Jensen) [14, Pg. 306]. Sea f una funcidn holo-
morfa en el disco de radio R centrado en cero y f(0) # 0. Sea 0 <r < R y
ai,...,ay los ceros de f en B,.(0) enlistados en orden para todas sus multipli-
cidades. Entonces

N
r L™ In|f-(e*?)|do
SO T g = e 7l

n:1|an|
Demostracion. Considere o ..., an ordenados de forma que a, . . ., oy, € B(0)
Y |ams1] = = |ay| =r y defina
m 2 _ N
e — Q2 Qo
Il o—=5 I 7=
oot r(ay, — 2) i1 O = 7

Existe € > 0 tal que el disco de radio r + € no contiene mas ceros de f. Por esto
g es holomorfa en el disco de radio r + € alrededor de cero denotado por B,
y g no tiene ceros allf luego existe una funcién holomorfa h € H(B,4.) tal que
M=) = g(z). Por lo tanto |g(z)| = ef¢[*?)] es holomorfa en B, . y se tiene que
In |g(2)| € H(By4c). De ahi que

1 [ ;
infg(0)] = 5 [ Inlg(re”)ldp

—T

También se tiene de la definicién de g y como f(0) # 0 que

m N
m@bmwnéfmwﬂéﬁ

luego es suficiente ver que L[ In |g(re’9)|d9 = 5= f_ In |f(re??)|df. Para esto

se observa que si z = re'’ y a,, = r,€" paran =1,..., N entonces
| 2 —apz oy — Tnel(‘g_e") i — T ei(0—0n)
};[1 rlam —2)| };[1 neifn —rei? | };[1 o — rei@0n) | =1
y también
il o N retfn N 1
n:g+1 an —z| n:l;lﬂ retn —ret n:l;lﬂ [1— et
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Por otro lado,

N

% i 1
In ‘g(re 9)‘ =In f(?”e 9) H m
n=m+1
N
=In|f(re?)| = > Inf1— e o)
n=m-+1

Por el lema 7.1.2 se tiene que 5 [ In|1 — e0=0)|dh = 0 luego

ROBI T 1g(0)] = 37 ST lar(e)Id0 _ ooz [T, Infr(e")la0

O

Teorema 7.1.2. [14, Pg. 310]. Dada f € N y f # 0 sea {ay, fnen una sucesion
de ceros de f enlistados en orden para todas sus multiplicidades entonces

o0

Z(l — lag]) < oo

n=1

Demostracion. Suponga sin pérdida de generalidad que f tiene infinitos ceros.
Si f tiene un cero de orden k en el origen tome g = 2% f entonces g € H(D) y
g(0) # 0 luego por la Férmula de Jensen 7.1.1 para 0 < r < 1 si ag,..., Q)

son los ceros de f que no estdn en el origen y estdn en B,.(0) entonces

o) 1
H L B ST mleT M f () do
- lan

o [T mIfe(e)]do

< o7 ST T [ f(re'?)]do

En particular para todo k < n(r)

k
o £ [T InT | f(re'®)|do
0)] H o] <e?

Observe que como f € N y f # 0 entonces existe 0 < C < oo tal que

g7 I T |f(re'?)]db < C para todo 0 < r < 1. Luego para todo k € N

k
0 <lg()C™ < T lanl
n=1

Ademés como f € H(D) y |a,| < 1 para todon € N, 0 < [[2; |a,| < 1.
Suponga por contradiccién que Y. (1 — |ay,|) es infinito. Como para todo
x € R se tiene (1 — z) < e~ ” entonces para k € N

S k )
| I |an| < | I |an| < eznzl (Jan|-1)
n=1 n=1
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Tomando el limite cuando k& va a infinito se tiene que lo de la derecha va a cero
luego

o0
[T ol < e enl=D =g
n=1
1o que es una contradiccién pues [[ [a | > 0 luego Y237, (1 — o, |) < 0. O
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7.2. Subespacios Invariantes del operador Shift en (?

Los teoremas anteriores se presentaron como una introduccién a la teoria
de los espacios de Hardy. Como se coment6 anteriormente el propdsito de este
capitulo es caracterizar todos los subespacios invariantes del operador de corri-
miento a derecha de ¢2 identificando el espacio H2(D) con ¢2. Entonces, se va
a considerar el siguiente isomorfismo isométrico. Dado f € H(D),

f(z)= Z anz"

n=0

entonces {a, }neny € £2 si y solamente si f € H?(D) pues por la identidad de
Parseval.

o0 o0

E lan|? = lim E | |2r2™
r—1

n=0 n=0

=lm [ [f[?
r—1 S1

= 1im (1. 2)?
= (If12)?

Definido de esta forma, el operador de corrimiento a derecha de ¢y corres-
ponde con el operador S : f(z) = zf(z) en H*(D). A continuacién se presentan
resultados para demostrar el Teorema de factorizacion de Beurling segun el cual
para todo 1 <p < ooy f € HP(D), f se puede escribir como el producto de
una Inner function y una Quter function. Con esta notacién, Beurling también
probé que todos los subespacios invariantes del operador S en H?(D) son de
la forma ¢H?(D) = {¢h : h € H*(D)} donde ¢ es una Inner function. Para
entender las Inner functions es preciso ver que estas son una generalizacién de
las funciones B de productos de Blaschke las cuales se discuten a continuacién.

Lema 7.2.1. [14, Pg. 338] Sean 1 < p < oo, f € HP(D) y B el producto
de Blaschke formado por los ceros de f. Si se denota por g = £ entonces

B
gllp = [1715-

Demostracion. Sean {ay, }nen una enumeracién de los ceros de f enlistados con
todas sus multiplicidades y k la posible multiplicidad del cero del origen. Se
define
am — 2 |
Ba(z) = 2t [ Lm = lom]

fotert 1—an,z a,

Entonces B, — B uniformemente si n — oo por el teorema 7.1.1. Ademas si
Q= Tme'?™ se tiene que

y i0 . kio 7T _rme 0 — e |ag|
lim | By, (re*”)| = lim |re H 5 5
r—1 r —1 it 1 —rerpe m a,,
n ] —
| i
- 1— i(0—0,m) |
m=1 "'m€
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Por esto para n fijo se tiene que ||gn|l, = || f|lp- Ademas se tiene que |g,| — |g|
es una sucesién mondtona creciente en n entonces

lally = 1im llgall, = 11

O

Teorema 7.2.1. (Teorema de Fatou) [14, Pg. 340]. Fije 1 < p < co. Sea f una
funcion armdnica en D tal que

sup || frlloe < o0
<r<1

entonces,

lim f,(e") = f*(e")

r—1

existe casi siempre.

Demostracion.

s Caso p = 1. Sea f en una funcién arménica en D tal que se cumple (9) del
Teorema 6.0.3 entonces existe una medida de Borel compleja p en St tal
que f = P[du]. Sean €% € S fijo e I}(¢%?) arcos centrados en €% de radio

p(Is) v Dp(ei®) = liminf,_,q pIs)

k. Se denota por Du(e?) = limsup,_,

2s 2s °
Por el Teorema de Radon-Nikodym
Dpu(e??) < lim i{lf Pldp)(re®) < limsup P[du](re'®) < Du(e')
r— r—1
en cuyo caso por Radon-Nikodym se tiene que casi seguro lim,_,; P[du](re?) =

Dy(e?) existe. Tome A una constante tal que Du(e?) < A. Por hipétesis
existe § > 0 tal que para todo 0 < s <9

w(Is(e)) < 2sA

Por lo tanto,

Plagre”) = - [ Prateyautt
1 O+m )
=5 - P g(e")dpu(t)
1 0—0o i 0+0 i
=5 | Peoteau) + 5= [Pt aut

Se necesita acotar cada integral. En primer lugar observe que si |0 —t| < §

ity 1—72 1—72 _ 0
entonces 0 < P, i0(e't) = T3 cos(0—D T2 < Torcos(0) T2 — P.(e*). Por

lo tanto

1 0—95

. 1 )
P it < P i 1
o7 )i ro(e)dp(t) < o Pr(e')|ul(S7)
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Para acotar la segunda integral considere el tridngulo en el plano dado por
{(5,t): 0< 5 <8,0—5 <t <B+s}. Observe que P,(e?Y) = P,(e'(t=9),
entonces por Teorema fundamental del Calculo

0+6
%) — P (10 _
/9 [P (e%) — Po(O0)du(t) /0

=

0+45

4
[ Peydsdute
=

—0

Ademds, si P/(e'®) denota la derivada de la funcién con respecto a s,

aplicando el Teorema de Fubini

0+5 } 4 5 O+s .
| e - @t = [ [ P )auttas
0—6 0 JO-—s

5
- / Pl u(I(e))ds

Entonces, despejando de la igualdad anterior se tiene que

040 0+0
Pro(e)au(®) = [ P autt)
0—0o 0—0o
0+6 i 5 ) ,
— [Pt - [ P )ds
0—6 0

— P (e )u(I5(67) + / = Pl (L, (£))ds

i _r2 is — sin(s —r?
Observe que P, (e**) = Hrlcow luego P/(e**) = % que
toma valores negativos para s entre 0 y 7. Tome sin pérdida de generalidad
§ < 7 entonces [—P.(e®)]u(Is(e?)) > 0y de la definicién de A como

u(Is(e?)) < 2s5A se iene que

0+0 5

Pro(e™)dp(t) < Pr(e”)u(ls(e")) — 24 / sP)(e")ds

6—¢ 0
é

<24

sPL(c%) / sP,’.(eis)ds]

0

Usando integracién por partes

0+0

)
Prg(e™)du(t) < QA/ P.(e)ds
0—0o 0

<2A [ P.(e")ds
0

=27A

Por lo tanto, juntando las dos desigualdades anteriors

L P ()] (51) + A

Plag)(e”) < -

Como Pr(ei‘s) — 0 cuando r — 1 se tiene que

lim sup Pldu](e??) < A

r—1
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Finalmente, A es una constante que se puede tomar arbitrariamente cerca
a Dy tal que ' -
lim sup Pldu](e?) < Du(e?)

r—1

por un argumento analogo tomando la medida —u también se tiene que
Dyu(e™) < lim inf Pldu)(e™)
Entonces por el teorema de Radon-Nikodym
T Pldp) () = Dpu(e”)

casi seguro.

Caso 1 < p < 00. Si f satisface las hipétesis del teorema entonces f en una
funcién arménica en D tal que se cumple (9) del Teorema 6.0.3 entonces
existe f* € LP(S') tal que f = P[f*]. Veamos que efectivamente f*(e'?) =
lim,_,; f, (') casi siempre. Observe que en particular f* € L'(S') luego
si se toma e € S' fijo se puede definir la medida real de Borel p por

W(E) = /E £ () — £ ()N (2)

Entonces por el teorema 5.2.4 si {I;(¢%)}o<r<2r son arcos simétricos en
St centrados en e*? de longitud k tal que cuando k — 0 se van contrayendo
hacia e?® entonces

, M(Ik?) . 1 * it * 10 /

lim ——= = lim ——— ") — AN (¢
= 7€) = f*(”)]
=0

casi siempre. Sea € > 0, por lo anterior casi siempre existe Iy tal que para
todo I C I
pu(I) < eX'(I) (1)

Como y es una medida real y para todo e € (ST —1Ij),cos(f—t) < C < 1
entonces para todo 0 <r < 1, (1 —2rcos(d —t) +r%) > K > 0 luego

1—7r2

1 P, g(e™)du(t) = i dpf(t
o1 S1o1 o(e)du(t) o 511, 1 —2rcos(6 —t)+r? ()
. 1—1? 1
< tim 2= (8Y) — (o)) = 0
r—1

Por otro lado, veamos que

[ Peoleantv) < sup £ <«
Ip

rcr, N'(1)
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Para esto se define una sucesién de funciones simples {s; };en por

ki

si= Y (al, —ahy)1r,,

n=1

donde Iy = Iy, D Iy, D -+ D I, son subarcos de Iy centrados en e 1;
es la funcion caracteristica en I y a}, es el méximo nimero real tal que si
—nr<t<m

0 < di, < Prole)1y, (")

Entonces si {I,,} ien es una sucesién de subarcos de I definidos como

antes tal que el conjuntos de puntos extremos de estos arcos es denso en Iy
entonces s;(t) < P, g(e) y s; — P, uniformemente ya que P, es continua.
Con esta notacién, por el teorema de convergencia dominada (teorema
5.2.1), por (1) y por el teorema 6.0.5

/ Pro(e)du(t) = lim sidu

Io 17— 00 Io

= lim Z(a% - aiL.H)H(Im)

1— 00
< e lim Y (ay, —ay0)N (1)
n=1
= ¢ / Pro(e™)aN (t)
Io
<e / Pro(e™)aN (t)
K

= €

Finalmente observe que para todo € > 0

It | £(re’®) — f(e)] < lm | P o(e")du(t)
r—

r—1 Jg1
Y it . it
= }1—% . P, g(e")du(t) + }l—% A P, g(e™)du(t)

<€

Por lo anterior, ] )
lim | f(re”*) = f*(e*)| = 0

O

Por ultimo se puede observar que dada f € HP(D) para 1 < p < oo, se

cumplen las hipétesis del teorema de Fatou. En particular si 1 < p < oo se tiene
que || f*||zs = ||flp- Esto pues dado a € S* fije 0 < R < 1y tome §, el interior
de la cerradura convexa del disco de radio R y el punto «. Defina la funcién
Npf:S'—=C

Nrf(e") = {sup|f(2)] | z € Qeu}

o1



Por la continuidad de f en el disco abierto se tiene que Ngrf es Lower semi-
continuous luego es integrable y ademés |f.| < Ngf entonces por el Teorema
de Convergencia Dominada 5.2.1 lim,_1 || f — f*||z» = 0 y consecuentemente
lf*lLe = || f]lp por desigualdad triangular invertida.

Por otro lado si p = oo también vale que si f € H*, entonces ||f*||z.. = ||fllco
para esto observe que como f es acotada y converge casi seguro a f* entonces por
teorema de convergencia dominada se tiene que {f,} C L converge débilmente
a f*. Ademaés por el teorema de Hahn Banach existe un funcional ¢ : Lo, — C
tal que ©(f*) = ||f*llL.. ¥ ll¢ll = 1. Por el Teorema de representacién de Riesz
existe una medida regural p tal que ||f*||.. = ©(f*) = [q f*(e")dp(t) luego
por el lema de Fatou

171 = £ auto] < vt [ 15 alul() < iy 15

Sl
Por otro lado, para todo 0 < r < 1

[frlloo = Sl;plf(re“g)l

— 1 " ) it\ px (it
= sup ‘%/_ Preio () f*(e")dt

IN

1 ™ )
1f* |l sUp = / P (ct)dt
o 2m J_,

="z
Por lo tanto || fleo = ||f*|| Lo

Estas observaciones permiten ver que para 1 < p < co, HP(D) se puede ver
como un subespacio cerrado de LP(S!) via la isometria f — f*. Ademds, como
f es holomorfa en D se puede expresar de la forma f(re®?) = >">7 ja,(re?)" y
ademéds lim,_,1 f(re?) = f*(e') luego f*(z) =Y oo anz™. Ademds, dada una
funcién f € L,(S') con f(z) = >0~ ,anz" entonces la integral de Poisson de f
estd en HP(D) como consecuencia del teorema 6.0.5. Es decir que la imagen de
HP(D) en L? son las funciones cuyos coeficientes de Fourier valen cero para los
enteros no positivos. Se denotard por H? la imagen de HP(D) en LP(S').

Los resultados anteriores permiten definir las siguientes funciones.

Definicién 7.2.1. Una funcidn M € H™ se dice Inner function si |[M*| =1
casi siempre en ST,

Un ejemplo de una Inner function son los productos infinitos de Blaschke.
Ya se habia mostrado que B € H. Por el teorema de Fatou existe el limite
radial B* entonces veamos que |B*| = 1 casi siempre. Se tiene antes el siguiente
resultado

1 [ ;
lim%/_ﬂln|B(r6”)|dt:0

En primer lugar observe que si se define By como el producto de Blaschke
truncado desde N hasta infinito, es decir

o0

Ba(e) = [ f2 o

l—a,z «
n=N n n
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Entonces la funcién |%| no tiene ceros ni polos en una vecindad de S* donde
In|2£-| es continua y se tiene
N

T it
lm i/ 1n‘j%e) dt =

1 ™
— In|1|dt =
=1 27 By (rett) nfl] 0

2w

—T

Es decir que lim, ;1 5= [7 In|By(re')|dt = lim, 1 5= [ In|B(re')|dt. Por
otro lado, suponga sin pérdida de generalidad que B(0) 7£ 0 entonces por la
férmula de Jensen (teorema 7.1.1) si f es una funcién holomorfa tal que f(0) # 0
entonces se tiene que para 0 <r < s <1

N
o= J T [ f(re)ldt _ |H 17O TT 5 ST mlf(se™)ldt

|an| -
1

T : . ’
entonces 5- [* In|B(re')| es monotona creciente con respecto a r y estd aco-

tada por arriba pues |B(re'!)| < 1 entonces el limite existe. Ademds — In | B| es
no negativa luego por el teorema de Fatou

1 g . 1 4 .
In|Byx(0)] < lim — In |By(re®)|dt < — In |B*(re')| <0
By (O] < i o [ wiByGetar < oo [ B et <
Por otro lado, observe que esto es cierto para todo NN y si el producto de Blaschke
es infinito entonces limy_, oo By (0) = limy 00 HZO:N |an| = 1 ya que {ay,} se
toman ordenados segin la norma y |a,| — 1 luego

1 (7 ;
lim — / In|B(re)|dt =0
2 J_,

Entonces como |B| < 1 se tiene que In|B(re’)| < 0 y como la integral es no
positiva se tiene que In |B*| = 0 casi siempre y por lo tanto |B*| = 1 casi siem-
pre. Esto demuestra que un producto de Blaschke infinito en una Inner Function.

En general se tiene el siguiente teorema de clasificacién sobre las Inner Fun-
ctions

Teorema 7.2.2. [14, Pg. 8/2] Sean B un producto de Blaschke, u una medida
de Borel positiva finita sobre S* y singular con respecto a la medida de Lebesgue

Y

M(z) = eB(z)e™ I 2n 5

Si ¢ es una constante tal que |c| = 1 entonces M es una Inner function y en
general cualquier inner function se escribe de esta manera.

Demostracion. Sea M(z) definida de esta manera, entonces % no tiene ceros y

B
ks ej't z
’%| = eiRe(f*” frs () y como p es una medida positiva In ’%‘ es la integral
de Poisson dada por P[—dy] luego In | %] < 0. Por lo tanto || € H>. Falta ver
que |M*| = 1 para esto observe que como p es una medida singular Dy = 0 casi
seguro y por el Teorema de Fatou lim,_,; ln‘%| = lim, 1 P[—du] = —Dp =

= 1 casi seguro y como |B*| = 1 se tiene

0 casi seguro. Es decir que ‘1\34*
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necesariamente que |M*| = 1.

Por otro lado veamos que si ¢(z) € H™ es una Inner function entonces esta
se escribe de esta forma candnica. Para esto sea B el producto de Blaschke
asociado a los ceros de ¢, entonces % es arménica en D y se tienen las siguientes
desigualdades

(1). ||%Hoo = ||¢|loc <1 por el Lema 7.2.1.

*

@ |5

= |¢*| =1 ya que |B*| = 1.

Entonces por (1) In ’%| es una funciéon armonica negativa luego por el corolario
6.0.1 existe una medida de borel positiva p sobre S tal que In |£| = P[—dy].

Ademsds por (2) se tiene que In ‘ gi‘ = 0 casi seguro pero por el Teorema de

Fatou lim, 1 In|4| = In|£| = —Dpu casi seguro. Es decir que Dy = 0 casi
seguro y por lo tanto u es singular.
O]

Finalmente veamos el teorema sobre los subespacios invariantes de la apli-
caciéon S : z — zf(z) en H?(D). Para esto note que H?(D) es un espacio de
Hilbert con respecto a su norma si se define el producto interno en H?(D) para
f.g € H*(D) por

L7 ity ooy
= — * * dt
o) =50 [ FEge
Teorema 7.2.3. (Teorema de Beurling) [14, Pg. 348] Sea v una Inner Function
entonces

» pH?(D) es un subespacio cerrado de H*(D) que es S-invariante.

» SiY es un subespacio cerrado S—invariante de H*(D) no trivial, entonces
existe una Inner function ¢ € Y tal que Y = ¢H?(D).

Demostracion. Como ¢ es Inner Function, |¢*| = 1 casi siempre luego la apli-
caciéon f +— ¢f es una isometria. Por esto ¢ H?(D) es un espacio de Banach
y por ende es un subespacio cerrado de H?(D). Ademés es S—invariante pues

S(of) = z(¢f) = wzf = o(Sf).

Por otro lado, si Y es un subespacio cerrado de H?(D) observe que zY estd
contenido propiamente en Y pues existe £ € N el minimo natural tal que si

fey

oo

f= Z 2"

n=k
Como k es el minimo existe fo € Y tal que fy € zY. Tome ¢ € Y tal que
v L 2Y y |l¢]| = 1. Veamos que ¢ efectivamente es una Inner Function. Para
ver que |[¢*|| =1 casi siempre.
Observe que paran =1,2,..., se tiene z"p 1 ¢ esto es

L[> N i 1 [ , ,
e L= o [t =0
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Ademas, también se tiene

1 [ o 1 [ . .

= (p*(elt)elnt(p*(eit)dt — 7/ I(p*(ezt)|2€zntdtzo

2 J_ o 2 J_ o

Observe que estos son los coeficientes de Fourier de la funcién |p*|? € Li(S')
para n # 0. Entonces por la unicidad de la representacién de esta funcién como

serie de fourier se tiene

*x( 1 1 > k(4
0" ()2 = —/ o (@)[2dt = 1

2 J_ o

casi siempre.

Por otro lado, es necesario también veriﬁ_car que @ € H® para acotarla ob-
serve que [p(re)| = |2 7 Pra(e)p"(e")]dt < 1.

Por 1iltimo verifiquemos que wH?(D) = Y En primer lugar observe que ¢ H?(D)
es cerrado por lo que vimos en la primera parte de la prueba y ademas 2" € Y
por la invarianza de Y luego ¢C[z] C Y. Pero los polinomios son densos en
H?(D) (lo anterior es porque las sumas parciales de la expansién de la funcién
en una serie convergen fuertemente por la identidad de Parseval) y Y es cerrado
entonces pH?(D) C Y. Para ver que pH?(D) = Y suponga por contradiccién
que existe h € Y y h L @H?(D) (esto se tiene ya que pH?(D) es cerrado)

entonces como pz" € pH? (D) paran=0,1,..., se tiene para h L pz" esto es
1 [T o
— h*(e™)p* (eit)e "™ dt = 0
2 J_,
Ademads z"h € zY paran =1,2,..., entonces z"h L ¢ esto es
L R*(e®)p*(eft)e™dt = 0
27 J_ .

Es decir que todos los coeficientes de Fourier de h* son cero luego h* = 0 casi
siempre y por lo tanto h = 0. De lo anterior se concluye que pH?(D) =Y. O

Para concluir la seccion sobre espacios de Hardy es importante mencionar el
Teorema de Factorizacion de Beurling. Para esto se define la siguiente clase de
funciones.

Definicién 7.2.2. Una funcidn @ se dice Outer Function si ezisten ¢ una
funcién medible en S para la cual Ing € L*(S') y ¢ una constante con |c| =1
tal que

Qz) = ce? I on St Inp(e)dt

Estas clases de funciones permiten factorizar cualquier funcién f € HP(D)
para 1 < p < oo como un producto f = M;Qs donde Mys, Q¢ son Inner y Ou-
ter functions respectivamente. Esta factorizacién de puede entender como una
descomposicién de f en su parte angular y su parte modular respectivamente.
Probaremos a continuacién que para f € HP(D), In|f*| es integrable y se pue-
de definir la funcién exterior Qs con respecto a ¢ = |f*|. También observe que
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definida de esta forma In |Q | es la integral de Poisson P[ln|f*|] entonces por el
Teorema de Fatou 7.2.1 lfm, 1 In |Q(re®)| = In | f*(e!)| casi siempre luego

, BEN| | (A 1 it

lim [Q(re™)] = ()] = it |F(re®)
casi siempre. Una discusién exhaustiva sobre la factorizacion de los espacios
HP(D) se presenta en [8].

Teorema 7.2.4. [14, Pg. 344] Para 1 <p < oo si f € HP(D) y f # 0 entonces
In|f*| € £L1(SY) y la Outer function dada por

a1 pmeftyz £ ()| dt
Qf:€27r —m eit_ n|f*(e*")] (2)

estd en HP (D) y existe My una Inner Function tal que
f=M;Qy.

Demostracion. Sea f € HP(D) y B el producto de Blaschke correspondiente a
los ceros de f. Sig = f/B por el lema 7.2.1 | f*| = |¢g*| casi siempre. Tomando g
en vez de f, se puede suponer sin pérdida de generalidad que f no tiene ceros en
D. De esta forma In | f| es arménica en S'. Escriba su respectiva descomposicién
en funciones no negativas

In|f| =" [f] = In" |f]

Entonces por la propiedad de la media aritmética para funciones arménicas si
0<r<l1

1 s ) 1 o .
7/ In" [f(re™)|dt +In |f(0)] < 7/ In™ [ f(re’)|dt <In|f]l1 < o0
L Y

—T

La tltima desigualdad es porque para todo 1 < p < oo, H?(D) C Hi C N
donde N denota la clase de Nevanlinna. Ademés, por el teorema de Fatou

1 [T )
%/ﬂrln_‘f*(ezt)|dt§1an||1_1n|f(0)‘ < 00

17 :
5 | WTIf(eM)ldt <In|f]ly < oo

—T

Luego como estds son funciones acotadas no negativas casi siempre entonces
In|f*| € L£Y(SY). Por esto la funcién Qy en (2) estd bien definida como Ou-
ter Function. Observe que por las observaciones anteriores sobre esta clase de
funciones se tiene que

y BN | (Y] — 11 it
lim [Qp(re)[ = [f*(e™)| = lim | f(re”)]

luego [|Q}]l, = [[f*]l, # O por lo tanto Qf € HP(D) y se puede tomar My =
f/Q¢. Entonces es necesario probar que My € H* y para esto es suficiente ver
que para todo z € D

|f(2)] < 1Q(2)]

Por la definicién de Q, basta ver que la integral de Poisson de In |f*| satisface

In|f(z)] < Pln[f*[](z)
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Para esto fije z = re’® y observe que si se define fr(z) = f(Rz) entonces

limpr—1 ||fr — f*|lcr =0y fr son funciones arménicas por lo tanto
log|fr(2)| = Pn™ | fr[l(2) — PIn~ |frll(2) (3)
También observe que para cualesquier u, v niimeros reales

|In* (u) —In" v| < |u — v

entonces
[PIn* |frl)(re’) — PIn™ [f*[|(re®)| < % PO O™ [ fr(e™)] = [In™ [ f*(e™)]|dt
1 4 : .
<5 [ POl - £

Tomando el limite cuando R — 1, como P,.(f — t) no depende de R, y reempla-
zando en (3) se tiene que

log £(2)] = Pw* |f*[}(=) — lim Plln~ |frl)(2)

Ademds, observe que como In~ |fr| es una funcién nonegativa, por el lema de
Fatou y el resultado anterior se tiene que

Plln™ |f*])(z) < liminf Pl [fr[)(2) = Pn" |f*[](2) — In|£()|
Entonces, reemplazando se tiene que
log|f(2)] < P[In™ |f*[](2) = lim P~ |f*[)(2) = P[ln|f*[}()]

De esto se deduce que My es una Inner Function. O
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8. Calculo-H* de operadores.

En esta seccion se estudiara el problema del subespacio invariante mediante
la herramienta de célculo funcional. Para construir el cédlculo funcional seran
necesarias las siguientes definiciones. Sea T': H — H un operador acotado en
un espacio de Hilbert. Un subespacio cerrado M de H se dice reductor si M es
T—invariante y T — invariante. Un operador se dice completamente no uni-
tario si su restriccion a cualquier subespacio reductor de H nunca es unitario.
Finalmente, en esta seccién se construye un calculo funcional para operadores
T : H — H completamente no unitarios tal que ||T|| < 1.

En este caso no se pierde generalidad para el problema del subespacio inva-
riante ya que este es el nico caso que aun esta abierto. Lo anterior ya que si
T : H — H es un operador normal no trivial, es decir que vale T*T = TT*,
entonces T tiene una descomposicién espectral en términos de proyecciones orto-
gonales y por lo tanto H tiene subespacios cerrados T'—invariantes no triviales
[4, Pg. 87]. En particular si T : H — H es un operador unitario, es decir si
TT* = T*T = Id, entonces H tiene subespacios cerrados T —invariantes no
triviales. Ademas, para toda contraccion T': H — H, H se puede descomponer
como suma directa de subespacios reductores de T tal que H = Hy & Hs y la
resticcion de T a H; es un operador unitario y la restriccion de T' a Hs es un
operador completamente no unitario [12, Pg. 9]. Por lo anterior, basta conside-
rar el caso de operadores completamente no unitarios.

Sea T : H — H un operador completamente no unitario y supongamos sin
pérdida de generalidad que | T|| < 1, es decir que T es una contraccién, enton-
ces se puede construir el calculo-H*° asociado a este operador a partir de una
generalizacion del Kernel de Poisson a la teoria de operadores. Esto es, si T es
un operador completamente no unitario y f € H* entonces se puede definir
el operador f(T) y se tiene ||f(T)|| < |[fllco,p [4, Cap. 2]. Para concluir, se
mostraran aplicaciones de esta teoria al estudio del problema del subespacio
invariante.

Para construir el calculo-H*° se necesita definir el Kernel de Poisson sobre

una contraccién completamente no unitaria. Recuerde que para re € D se
! 3 ity _— 1—r? :
habia definido P, g(e") = T2 cos(0=1) 772 el kernel de Poisson escalar que es

una armoénica en D. De hecho, esta definicién coincide con la siguiente

1 1

P, o) = __ ] 1
) 1 —refe-it + 1 — re—eit (1)
ya que
Lo, B 1— 2
1 —refe—it = 1 —pre-eit (1= ret@=0)(1 — re—i(0-1))
1—1r2

1 —2rcos(6 —t) 4 r?
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Ahora sea T : H — H un operador tal que o(T) C D y re’ € D. Se define el
kernel de Poisson evaluado en T denotado por K, ¢(T), un operador sobre H
dado por

K o(T) = (I —re®®T*) " 4+ (I —re 7)1 — T (2)

Es necesario ver que si T : H — H es una contraccién entonces K, ¢(T') es un
operador en L(H) y estd bien definido.

Lema 8.0.1. Sea T : H — H un operador en L(H) tal que o(T) C D. Entonces

K.o(T) = (I —re®T*) "I — r?T*T)(I — re T)~* (3)
= (I —re"T)"YI —r?TT*)(I — re 0T*)71 (4)
o0 ) o0 )
— Z TneanT*n + Z ,rne—anTn 7 (5)
n=0 n=0

Demostracion. Para ver (3) y (4) observe que
(I —re®T*)K,o(T)(I —re *T)
=T —re T+ (I —re®T*) — (I — reT*)(I — re=T)
=1-r*T*T
(I —re TV K, o(T)(I —re"T™)
=T —re T+ (I —re"T*) — (I — reT)(I — re=T™)
=1-r*TT*
De donde se tiene (3) y (4). Para ver que vale (5) es suficiente mostrar que
o2 o re™T*™ converge en norma de operadores y ademds es el inverso del

operador (I —re®®T*) de donde se sigue (5). Para esto observe que como o(T') C
D y se tiene la cota espectral

lim || 77" = sup{|A|: A€ o(T)} < 1
n—oo

Sea € > 0 tal que r(1 +¢€) < 1, entonces existe N € N para el cual si n >
N, |IT"|% < (1 + €) luego en particular r*||T"| = r™||T*"|| < r™(1 + €)"
luego ZZO:O rretmf Ty Zzozo rme” T convergen en norma de operadores y
ademas

(I - rewT*) Z rneinGT*n _ Z TneinGT*n o rn+lei9(n+1)T*(n+l)
n=0 n=0
=1

De forma andloga (I —re="T) Y>> rme=9T™ = I de donde se tiene (5). O

Por lo anterior, si T : H — H es una contraccién como o(T) C D entonces
para e’ € D, K, o(T): H— H esun operador continuo bien definido. Ademds
se tiene el siguiente resultado sobre el operador K, o(T').

Teorema 8.0.1. SeaT': H — H un operador. Entonces es condicion necesaria
y suficiente para que ||T|| < 1 que o(T) C D y que para todo re’® € D, K, o(T)
sea un operador positivo.
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Demostracion. Primero observe que por el lema 8.0.1 el operador K, o(T) esté
bien definido para todo re? € D si o(T) C D. Ademés, dado h € H, por (3) se
tiene la siguiente igualdad

(K o(T)h, h) = ((I = reT*) "1 (I = r*T*T)(I — re”"*T)"'h, h)

= ((I = r*T*T)(I —re=T) " h, (I — re=T) " h)
Si se toma la sustitucién b = (I — re”"T)" h, como (I —re~"T) es un isomor-
fismo entonces también para todo h € H existe h € H tal que
(Kro(T)h,h) = (I —r*T*T)h, h)
= [|R))* = r*||ITh|?

Esto tltimo es positivo para todo 0 < r < 1 si y solamente si 2| Th|]? < ||h|?
lo cual que ocurre si y sélamente si |Th|| < ||| v esto sucede si y sélamente si

[T|| < 1. Por lo anterior, es condicién necesaria y suficiente para que ||| <1
que o(T) C D y que para todo e € D, K, ¢(T) sea un operador positivo. []

Por otro lado, recuerde que si f es una funciéon armoénica en D entonces f se
representa por medio de una integral con Kernel de Poisson escalar. Se quiere
generalizar este resultado para f(7') con f € H*™.

Teorema 8.0.2.

k
1 i .
T) = m(rT)™ = — MK, (T)dt
p0T) = 3 anT)" = o [ o)
Demostracion. Por (5) se tiene que
L[ pen s, (i
el e . —
o _ﬂp 1t
k 1 P 0o 0o
_ Z - l% /;ﬂ— eimt Z pheintn + elimt Z et gp _ oimt gy
m=0 n=0 n=0
k
= Q1™ T™
m=0

Aqui usamos que {e™},cz es una familia ortonormal luego ["_e"™dt = 0 si
m e 7\ {0}. 0

Ademsds, veamos que si T' es una contraccién entonces vale la desigualdad de
von Neumann, esto es que para todo p € C[z], [|[p(T)| < ||Iplloo,D-

Lema 8.0.2. Si T : H — H es una contraccion entonces para todos x,y € H

1 s

-

(Kt (T) s gyl dt < [yl (6)

Demostracion. Sean x,y € H. Por el lema 8.0.1 K, ,(T) es un operador positivo
para todo et € D luego en particular es autoadjunto y tiene una raiz cuadrada
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positiva entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

1 s
o | et =
1 s
- <\/Km(T)x, \/KT,t(T)y>‘ dt
1 s
>~ % \/Kr,t(T)x H\/Kr,t(T)yH dt

Ademés ||\/K,+(T)z| € L2(S') pues por el teorema por el teorema 8.0.2 si se
toma el polinomio 1 € C[z] se tiene que

2

1 [" 1 [
) K, (T)z|| dt = o _ﬂ(Kryt(T)x,@dt
= (1o, 2) = ||

Entonces, por desigualdad de Hélder y por esta observacién se tiene que
(Kt (T, y)|dt =

1 s
2 3 2 3
1 (7 1 [7
< | = dt — dt
- <27T /_,r ) (27r /_Tr )

2m ) .
< (L [ wmman) (& [ wrar)

< llzllliyll-

Kryt(T)ZL' K,,\)t (T)Zl’

O

Teorema 8.0.3. (Desigualdad de Von Neumann) Sea T : H — H una contrac-
cion, entonces para todo p € Clz]

Ip(D)] < [lplloc,

Demostracion. Veamos que para todo 0 < r < 1 se tiene que |(p(rT)z,y)| <
IPllco,p ||| |y]] Para esto observe que por el Teorema 8.0.2

)] = |5 [ e (D)t

1 ™
<ol [ (D)l
<l ool

Entonces, para todo 0 < r < 1 se tiene que ||[p(rT)|| < ||pllco,p- Ademds, si se
toma p(z) = Z:,:O anz™ entonces como ||T']| < 1 se tiene que ||p(T) — p(rT)|| <
SF_ (1= 7%)|ag]. Por lo tanto

n=0
Ip(T)]| = 1 [pGT)]| < ol
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Teorema 8.0.4. Sea T : H — H una contraccion. Entonces dados cualesquiera
xz,y € H existe una medida ,uzﬁy sobre S tal que

(Koo(T)rs) = [ Pl ()

Ademids, existe una funcion x -7y € LY(S') que es el limite radial

1m (K, ¢(T)z,y) = (z -7 y)(e?)

r—1
y también ||z T y| e < [lz][lyll-
Demostracion. Sea z € D, z = re'?. Defina la funcién ¢ en D por
o(re) = (K, o(T)z,y)

 es armonica en D ya que por (5)

o0

p(z) = D (T "a,y) + Y 2T e,y) — (w,y)
n=0

n=0

que es armonica pues z — Z es arménica y z — . ¢,2" es holomorfa.
Ademas ¢ satisface las hipétesis del Teorema 6.0.3 ya que

T s

1 : 1
swp o [ lplre®)dt = sup [ (oD, p)lde < ] y]
0<r<1 2T J_4 0<r<1 2T J_ o

Por lo tanto existe una medida ,uf’y sobre St tal que

(Koo(T)a) = olre™) = [ Poleyau ()

Ademis por el Teorema de Fatou el limite puntual existe, luego existe z -7 y €
LY(S1) tal que

T y(e) = lm p(re'®) = lm (Ko (T)e, )

r—1

y llz Tyl < llugyll = supo<r <1 lerllze < [l2[llly]l por el Teorema 8.0.2.

O

SiT: H— H es una contraccién, por la desigualdad de von Neumann se
puede definir un célculo funcional @1 : C[z] — L(H) con ®r(p) = p(T). En
este caso, si dotamos a C[z] con la norma || - |, p entonces & es continua y
se dice que el calculo funcional sobre C es un calculo continuo. Para ver que
esto observe que si p(z) € Cl[z] entonces p(z) es continuo en S' luego por el
teorema 6.0.1 se tiene que lim, 1 ||pr|loc = [|Plls,s1 ¥ Por la propiedad de la
media aritmética 1im, 1 ||pr|lec = ||Plloc.s1 = ||Pllos,p entonces si {p,(2)}nen
es una sucesién de polinomios y p(z) € Cl[z] tales que ||p, — p|loc — 0 por la
desigualdad de von Neumann

90 (T) = p(D)|| < lPn = Plloe,p = |IPn — Plloc — 0.
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Observe que ||®7| < 1, &p ademds se puede extender de manera continua a
A(D) que es el conjunto de funciones holomorfas en D cuya extensién a D es
continua. Entonces puedo definir &7 : A(D) — L£(H) como la extensién con-
tinua de ®7. Por otro lado, veamos que esta extensién se puede escribir en
términos del kernel de Poisson para operadores.

Teorema 8.0.5. Sea T : H — H una contraccion. Entonces para todo x,y € H
eziste una medida compleja ufy sobre St tal que si f € A(D)

I y / f it d T 1t) (7)
y ademds para todo re'® € D

(Ko@) = [ Pl (e

Demostracion. SiT : H — H es una contraccién entonces por el Teorema 8.0.4
dados x,y € H existe dug’y medida compleja en S* tal que

(Ko@) = [ Pl (e

veamos que para esta medida efectivamente se satisface (7). Tome f € A(D),
entonces f = >_7, cxz® y sea {pp}nen C Cl2] la sucesién de sumas parciales,
pn — f uniformemente en D. Entonces por la convergencia uniforme se puede
definir

F(T) = lim po(T) =) eaT" (8)
n=0

En primer lugar observe que por definicién
1w [|f(T) ~ pu(rT) ]| 0

y por el Teorema 8.0.2

1

pu(rT) = Py

/ " (K, (T)dt

entonces como ||pn — flloe,p = 0y 5= [ K, (T)dt =1

1
o

luego f(rT) = o= [T f(e")K, (T)dt y se tiene que

lpn( 1) = Fe) Ko (T)dt < lpp = flloo,p = 0

<f<rT>x,y>=2i R (D)t

™

% £(e) ( / Pr,t<e“’>du£y<e“’>) dt
:/ (5 [ rePtesan) aut )
Fre® )l ()

S1
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En el argumento anterior se utiliz6 el teorema de Fubini y la siguiente observa-
il . 2

cién. P.i(e) = P,y (') = m Finalmente, como f € A(D) por

el Teorema 6.0.1 se tiene que || fr — f|loc — 0 entonces

(F(D)z,y) = M (f(rT)z, y)
= [ f")dul (")
Sl
O

La caracterizacién en (7) contiene la idea para la extensién del célculo fun-
cional a todo H*°. Antes es necesario la siguiente definicién.

Definicién 8.0.1. Sea T : H — H una contraccion, T se dice absolutamente
continua si para todos x,y € H la respectiva medida espectral M:{,y definida
como en el Teorema 8.0.4 por

o) = [ Prote)aud ()
Sl

es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue mormalizada

en S*. En este caso para todos x,y € H existe v -7 y € L'(S) la derivada de

Radon-Nikodym y cumple dpl (") = 5=(z-T y)dt.

— 2r

A continuacién se quiere mostrar que si T : H — H es una contraccién
absolutamente continua entonces se puede extender el calculo funcional H*°
generalizando el resultado de (7) en el teorema 8.0.5. Sea &7 : H*® — L(H),
esta aplicacién define una correspondencia f — f(T) y de ahora en adelante nos
referiremos a esta correspondencia dada por ®7 como el calculo funcional. Se va
a mostrar que cada uno de los espacios H>® y L(H) se puede ver como el dual
de un espacio de Banach de tal manera que ®(T) : (H*>®,w*) — (L(H),w*) es
continua donde (H*,w*) y (L(H),w*) son los respectivos espacios con la topo-
logia débil estrella. En este caso decimos que ®7 es w* — w* continua. Veremos
mds adelante que resulta conveniente trabajar con el cdlculo funcional w* — w*
continuo.

En primer lugar es necesario conocer la respectiva representacién de L£(H) y

H*®> como espacios duales.

Definicién 8.0.2. Sean H un espacio de Hilbert, A: H — H tal que A € L(H)
y {ei}icr una familia ortonormal completa de H. Se dice que A pertenece a la
clase de operadores Trace Class si

Tr(A) = Z(Ae,;,el) < o0

iel

Este es un espacio vectorial y la siguiente define una norma en la clase de
operadores Trace Class

1Als = Tr(lAl) =D _{|Ales, e:) < oo.

i€l
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Maés ain, con base en esta norma los operadores de Trace Class forman un
espacio de Banach y el dual de este espacio es isométricamente isomorfo a L(H).
En efecto si T : H — H es un operador acotado se define el funcional lineal en
Trace Class dado por A — tr(AT) [11, Pg. 123]. Entonces podemos dotar a
L(H) de la topologia débil estrella.

Por otro lado se puede observar que si H> es la respectiva inclusién de H>°(D)
en L°°(S1) este es un subespacio débil estrella cerrado ya que es el espacio de
funciones en L>°(S') con coeficientes de Fourier negativos iguales a cero. Es
decir que H* es la interseccién del kernel de los funcionales definidos L>°(S!)
por f — (f,e”) paran = 1,2,...,. Ademés se define el preaniquilador de
H®> por

LtH>® .= {geLl(Sl):Qi gf(e™dt =0 VYfec H>®}
T

—T

Observe que - H™ es el conjunto de funciones en L' cuyos coeficientes de Fourier
valen cero paran = 0,1,2,--- , pues {e™}> , C H* luego

TH® ={ge H":4(0) =0}

Por esto observe que dadas f,g € L'(S') entonces f —g € L+H™ si los coe-
ficientes de Fourier no positivos de f y ¢ coinciden. Finalmente veamos que
(L1(S1)/LH>)* = H®. Esto se siguiente del siguiente lema general.

Lema 8.0.3. Sean X espacio un de Banach complejo, X' su dual y M es un
subespacio de X' cerrado en la topologia débil estrella de X'. Entonces (X/+ M)’
es isomorfo a M. Mds ain, la topologia débil estrella que hereda M de X'
coincide con la topologia débil estrella que hereda M bajo el isomorfismo que se
contruyd con el dual de (X/+M).

Demostracion. Considere la proyeccién canénica m: X — (X/1 M) y defina la
aplicacion de (X/+ M)’ sobre M dada por

(X/tM) - M
7 > fi=fonm
entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

X
ﬂl fem

X/t M T C
Para ver que (fo ) € M es suficiente notar que como M es cerrado en la topo-

logfa débil estrella entonces (- M)+ = M. Veamos entonces que ( for) € (£ M)*.
Dado = €+ M se tiene que m(z) = 0 luego f o m(x) = 0.

Esta aplicacién es una biyeccién pues dado f € X' se puede construir f € (X/+)
por

fr—= (Filal = f@)
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Definida de esta manera el diagrama conmuta, falta ver que estd bien defi-
nida. Observe que si  —y €M entonces f([z —y]) = f(z —y) = 0 luego

) = F ().

Por dltimo vamos a probar que la topologia débil estrella que hereda M de
X'’ coincide con la topologia débil estrella que hereda M bajo el isomorfismo
que se contruyé con el dual de (X/+M). Dado z € H y U un abierto de C se
tiene que

Mnz Y (U)={feM: flz) €U}
{f e (X/*M): f([z]) = for(a) == f(x) € U}
= [2] (V)

donde M Nx~Y(U), [x]71(U) son subbésicos en las respectivas topologfas indu-
cidas. O

En particular se tiene que (L1(S1)/LH>)* es isomorfo a H* y las topo-
logias débil estrella correspondientes coinciden por las observaciones anteriores.

La siguiente es la construccion del célculo funcional H* para operadores ab-
solutamente continuos. Observe que esta condiciéon sobre el operador no pone
restricciones para el estudio del problema del subespacio invariante ya que una
contraccién T : H — H es absolutamente continuo si y sélamente si T es com-
pletamente no unitario [12, Pg. 84] y por la discusién inicial este es el inico caso
que falta verificar para resolver el problema del subespacio invariante.

Teorema 8.0.6. Sea T : H — H una contraccion absolutamente continua,
entonces se puede definir @ : H*®(D) — L(H) un cdlculo funcional para
funciones en H*(D) que satisface

1. @7 es contractil (i.e. para todo f € H*®(D), |[Ff(T) < Iflloo)-
2. ®1 es multiplicativo.

3. &7 es w* — w* continuo.
Ademds, @ extiende al cdlculo funcional en A(D). Es decir, dado f € H*®
se denota por W(f) = f(T) y si f*(e') = lim,_1 f(re*) (como en la seccion
anterior) para todos x,y € H entonces

FDary) = = [ (e T y(eyar

2 J_ .
donde x T y(e') = lim, 1 (K, (T)x,y).

Demostracion. Sea f € H*(D). Para verificar las propiedades observe que para
todos z,y € H

lim (f(rT)z,y) = (f(T)z,y)

pues |f(re™) — f*(e)[lz T y(e")] < (I flloo + [1f*[|zoe )|z T y(e™)] casi siempre,
entonces por el Teorema de Convergencia Dominada

1 (O T)e,) = STy p) < im0 [ 156e™) = ke T yfe™)ds
=0
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1. Observe que

oDy < [ fretya T ey

T 2m J_ .

1T ,
<suplfre g [ o y(et) o
0 T J

.6
< sup |f(reD)[llllly]

Entonces [(f(T)z,y)| < [|fllscllz[l[lyll. Por esto [ F(T)]| < [|flloc ¥ se puede
concluir que el célculo funcional es contractil.

2. Observe que para todo x,y € H si f,g € H*(D) y se definen f,, g, como
antes enotnces se tiene que f.,g. € A(D) y frgr = (fg), luego como
el cdlculo funcional es contractil se tiene que | f-g-(T) — (fg)-(T)] <

1frgr = (f@)rlloc,p = 0. Ademds,
(f(D)g(T)z,y) = lim (f(rT)g(rT)z,y)
= lim(fg(rT)z,y)
=((f9)(T)z,y)

3. Para ver la continuidad w* — w* se usa el siguiente lema
Lema 8.0.4. [3]. Sean X,Y espacios de Banach complejos con X sepa-
rable. Una transformacion lineal T : (X' w*) — (Y, w*) es continua si
y sdlo si para toda sucesion {pptnen en X' tal que ¢, == 0 entonces

Teon 25 0.

Entonces, por la discusién sobre los respectivos espacios (H, w*) y (B(H), w*),
como (H* w*) es el dual de L*(S')/+H> y L'(S!) es separable entonces
vale el lema 8.0.4. Sea {f, }nen C H™ tal que f,, —— 0 entonces usando la
notacién del lema 8.0.3 se tiene que f,,([g]) == 5 | fag(e™)dt — 0 para

toda g € L1(S1). Con esto veamos que f,(T) 275 0. Sea A un operador
de la clase Trace-Class

Tr(Afa(T)) =Y (Afa(D)ei es)

i el

= Z<fn(T)6kaA*ek>
kel

= Z % fale™) [ex T A¥ey] (e™)dt
kel -

tal que |lex -T A%er|lzr < |lex|[|A*ex|| < ||All para todo k € I. Ademss,
ya que {fn}nen es débilmente convergente, por el principio de acotacién
de Banach-Steinhaus existe una constante M tal que para todo n € N,

| flloo < M luego ‘i ffﬂ fn(e™) [ek T A*ek] (e“)dt‘ < M||A| y por lo
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tanto
nlin;oTr(Afn(T))_ R1LH;O§/ fle®) [en T A*ey] ()t
o

*

Por lo anterior Ty, —— 0 luego el calculo funcional H>® es w* — w
continuo.

O
Antes se necesitan las siguientes observaciones sobre teorfa de operadores.

Lema 8.0.5. [12, Pg. 84] Sea T : H — H una contraccién entonces T es
absolutamente continuo si y solo si T es completamente no-unitario.

Definicién 8.0.3. Sea Cy la clase de operadores en L(H) tal que dado T : H —
H un operador, T € Cy si T es una contraccion completamente no-unitaria y
existe h € H* tal que h(T) = 0.

El resultado al que se quiere llegar es que si T': H — H es contraccién
completamente no unitaria de la clase Cy entonces H tiene un subespacio cerrado
T—invariante. Para ello es necesario primero el siguiente resultado de Beurling.

Teorema 8.0.7. (Teorema de Beurling) [6, Pg. 79] Sea M C H* un subespacio
no trivial de H*. M es un ideal cerrado en la topologia débil estrella de H* si
y solamente si existe una Inner Function ¢ € H* tal que M = pH®™.

Demostracion. Es claro que si M es de la forma ¢ H°°, como ¢ es una isometria,

pH®> es un ideal cerrado en H*°. Por otro lado sea M un ideal cerrado en
2

la, topologia débil estrella de H> entonces M C H>™ C H?. Defina M7 1a
clausura de M en el espacio de Hardy Hg, entonces por el teorema 7.2.3 existe

¢ € H® Inner Function tal que u = gon Ademés, N HOO(D) =
©H® (D) entonces es suficiente ver que "’ ﬂHOO =M. Como M C M nH>

. . ., ——H? . T
es suficiente ver la otra inclusion. Sea g € M~ N H°, suponga sin pérdida de
generalidad que ||g|lcc = 1. Sea {gn}neny € M una sucesién en M tal que

1
lgn — gll2 < )

La idea es encontrar una sucesién {hp tnen € H™ tal que {hpgnlnen € M y
que converge a g en la topologia débil estrella de H*°. Tome h,, como la Outer
Function con respecto a la funcién —In" |g*| que es de la forma In |gi/| para una

funcién g/, medible ya que g € Lo, por el teorema de Fatou. En concreto,

1o “+z 4|k (it
ho(z) = e3¢ 7 —arE It lai (e

para verificar que esta funcién estd bien definida como Outer Function es nece-
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sario ver que —In™ |g (e)| € L, para esto observe que como In |z| < |z — 1

1 [ , 1 .
— [ In"|gi(e")|dt = — In |g5 (e™)|dt
2m J 4 21 Jigz1>1
1 .
< 5o lgn(e™)| — 1dt
21 Jigz|>1
1 . _
<o lgn(e™) — g (e")|dt
2w Jigzps1 "
< L7 lgne) - gt () lae
2 )"
1
<|lgn —9ll2 < =

La dltima desigualdad es por la desigualdad de Holder. Entonces las Outer
functions {h,} estdn bien definidas de esta manera y se tiene que In|h%| =
lim,_,; P[—In" |g#|] = —In™ |g%| luego

In |y g, | = Ingy| +In A
=1Ing;| —In™ g <0
Por lo tanto
[hngnlleo <1 9)

También veamos que si n — oo, k) — 1 casi seguro. Para esto observe que
como 1 — eIl < |z| entonces se tiene que h,(0) es real y se tiene la siguiente
desigualdad

1— hy(0) =1 — ezn /7 =0T lon(e™ldt < g =5 <

Observe que por (9) se tiene que [|h,[loc < 1. Ademds, como {h,} son Outer
functions son holomorfas entonces Re(hy,) es arménica luego usando la propie-
dad de la media aritmética y el hecho de que L? es un espacio de Hilbert se
tiene que

1 [7 . .
I1=hil3= 5= [ (1—hi(e") (1~ hy(e))dt
2 J_.
1 [ . .
= — 1 — Re(hX(e™)) + |hk (e™)|?dt
2w

1 — 2Re(hy(re™)) + |hy, (re')|2dt

Il
LS
Y|
3
T

3 3

_ 17 ity |2
— 1~ 2Re(h, (0)) + lim 2W/ I (re™) 2t

—Tr

=1+ [[hyll2 = 2Re(hn(0)) < 2(1 — hn(0))

Por lo anterior observe que

oo oo oo 1
* (12
> lF <2300 - (0) <230 5 <o
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Por lo tanto h} — 1 casi seguro si n — oco. Entonces usando (9) se tiene que
por convergencia dominada h}, g converge a g* en la topologia débil estrella de
H*®. De esto se sigue que M = @H®°. O

Con estas observaciones se tiene el siguiente resultado.

Teorema 8.0.8. [/, Pg. 46] Sea T : H — H una contraccidn completamente
no-unitaria de la clase Cy entonces T es un maltiplo de la identidad o existe un
subespacio cerrado T—invariante de H no trivial.

Demostracion. Como T es una contracciéon completamente no-unitaria por el
Lema 8.0.5, T es una contraccién absolutamente continua luego se tiene la res-
pectiva contruccién del calculo funcional. Ademads, el conjunto

J:={he H>®: h(T) =0}

es un ideal cerrado en la topologia débil estrella de H* luego existe una funciéon
mrp, llamada funcién minimal, tal que J = mpH®. Se tienen los siguientes dos
casos.

Caso 1. Si mr es un factor de Blaschke entonces

_ A=z A
S l-Az A

mr(z)

Entonces mp(T) = (A —T)g(T) con g € A(D) tal que g(T') es invertible luego
mr(T) =0 si y s6lamente si T' es un miltiplo de la identidad.

Caso 2. Si mp no es un factor de Blaschke entonces existen 6,9 € H* In-
ner functions no triviales tal que mp = 6. Para ver esto observe que si el
producto de Blaschke tiene mas de un factor entonces tome 6 un factor del pro-
ducto de Blaschke. Si myp es sélo su parte singular entonces esta parte singular
es positiva y se puede tomar 6 como la raiz cuadrada de la parte singular que
también es Inner function. Considere el subespacio cerrado M C H

M =ker6(T)

M es no trivial, es decir {0} C M C H. Para ver esto suponga por contradiccién
que ker §(T) = H entonces §(T) = 0 y como mr es la funcion minimal de T
se tiene que myp divide a 6 pero por construccion 6 también divide a mp y por
lo tanto % € H* y es una Inner function. Sin embargo ¢ es Inner function
enotonces veamos que esto sélo ocurre si ¢ es una constante de norma uno lo
que es una contradiccién por que ¢, 6 se tomaron no triviales. Para esto observe

que por el teorema de la media aritmética para funciones analiticas se tiene que

1 T it 1 T it
i < g
5 / p(re )dt‘ <3 / lp(re™)|dt

—T u —T

|p(0)] =

Ademas, como ¢ es acotada entonces

I 4 17 :
lp(0)] < h'm*/ lp(re)ldt = o— [ |¢"(re™)|dt = 1

r—=12m J_ . 2r J_,
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De manera anéloga se obtiene que ﬁ‘ < 1 luego |¢(0)| = 1 y también para

todo 0 <7 < 1, 3= ["_|p(re™)|dt = 1. Por lo tanto |¢| < 1y por el principio
de moédulo maximo ¢ es constante y de norma uno por ser Inner Function. Pero
esto es una contradiccién pues se habia tomado ¢ como una Inner Function no
trivial y por lo tanto ker (T) # H. De manera similar ker o(T') # H por lo
tanto como 0(T)p(T) = mr(T) = 0 entonces ker (T") # {0}. Por lo anterior M
es un subespacio cerrado de H no trivial y por la propiedad multiplicativa del

calculo funcional M es invariante bajo T. O

Este teorema es una aplicacién del calculo funcional H que se contruyd, al
problema del subespacio invariante. La prueba utiliza la continuidad w* —w* del
homomorfismo & : H>* — L(H) y también la informacién sobre la estructura
algebraica que hereda la imagen de esta aplicacién en L(H). La imagen bajo ®p
guarda una correlacién con el espacio H*(D) de forma que permite utilizar los
resultados sobre los subespacios invariantes de H* (D) bajo el operador Shift
para construir subespacios invariantes del operador T.
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