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1. Introducción

El problema del subespacio invariante fue postulado a mediados del siglo
XX por los matemáticos John von Neumann y Arne Carl-August Beurling y se
puede formular de la siguiente manera. Sea X un espacio de Banach complejo
y sea T : X → X un operador lineal y acotado, entonces X tiene un subespacio
cerrado M no trivial que es invariante bajo T. Es decir, un subespacio cerrado
M para el cual T (M) ⊆ M y {0} ( M ( X. Este es un problema clásico en
teoŕıa de operadores que resulta muy interesante de estudiar pues es fácil de
postular y de entender. Además sirve de motivación para el estudio de varias
herramientas de la teoŕıa de operadores.

Después de su formulación inicial varios resultados clásicos permitieron acotar
el problema. Por ejemplo, si X es un espacio de Banach complejo de dimensión
finita y T : X → X es un operador acotado, entonces su polinomio caracteŕıstico
dado por ρ(λ) = det(T−λI) tiene todas sus ráıces en el campo. Luego existe por
lo menos un λ0 ∈ C, λ0 6= 0, tal que T − λ0I no es inyectivo. Por lo tanto existe
x0 6= 0, x0 ∈ X tal que Tx0 = λ0x0. Entonces si dimX > 1, M = spanC{x0} es
un subespacio cerrado de X no trivial que es invariante bajo T.

Se puede notar que si se considerara el caso de un espacio de Banach sobre
R de dimensión finita no se puede repetir el argumento anterior pues el polino-
mio caracteŕıstico de un operador puede no tener ráıces reales. De hecho, como
todo subespacio de dimensión finita es cerrado, es fácil encontrar operadores sin
subespacios cerrados invariantes. Tome por ejemplo las rotaciones en R2, sus
respectivos subespacios son rectas en el plano que pasan por el origen. Luego si
la rotación no es un múltiplo de 2π este operador no tiene subespacio invariante
no trivial.

Por otro lado, si X no es un espacio de Banach separable, dado x0 ∈ X, con
x0 6= 0 se tiene que M = spanC{x0, Tx0, · · · , Tnx0, · · · } (que es la clausura
del generado por {x0, Tx0, · · · , Tnx0, · · · }) es un subespacio cerrado de X in-
variante bajo T. M es no trivial pues spanQ+iQ{x0, Tx0, · · · , Tnx0, · · · } es un
subconjunto denso enumerable de M que no puede coincidir con X porque X no
es separable. Es decir, que si X no es separable todo operador lineal continuo
tiene un subespacio invariante no trivial. Para espacios de Banach separables
existen clases de operadores donde la solución al problema es evidente. Por ejem-
plo si T : X → X es un operador de rango finito sobre un espacio de Banach
infinito dimensional y {Tx1, . . . , Txn} es una base de la imagen TX entonces
M = spanC{Tx1, . . . , Txn} es un subespacio cerrado de X no trivial que es
invariante bajo T.
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Otra clase muy importante de operadores son los operadores compactos. Al
respecto Lomonosov probó en 1973 que cualquier operador lineal acotado en
un espacio de Banach que conmute con un operador compacto distinto de cero
tiene un subespacio invariante no trivial [10].

Los anteriores son resultados positivos sobre el problema, por el contrario Per
Enflo publicó en 1987 uno de lo primeros resultados negativos y corresponde a
un contraejemplo del problema. Es un espacio de Banach no reflexivo con un
operador lineal continuo sin subespacios invariantes no triviales [5]. Actualmen-
te el problema del subespacio invariante está abierto para el caso de espacios de
Hilbert separables.

El desarrollo de este trabajo de grado consiste en primer lugar en revisar una
variante de la construcción de Enflo y también el resultado de Lomonosov. Esto
lo haremos en las secciones 3 y 4. En segundo lugar se van a estudiar herramien-
tas de cálculo funcional y sus aplicaciones al problema del subespacio invariante.
Para esto, la sección 6 está centrada en la presentación de varias herramientas
de análisis armónico. En esta se incluyen los temas sobre el Kernel de Poisson,
los productos de Blaschke y los espacios de Hardy Hp(D) para 1 ≤ p ≤ ∞ que
son subespacios de funciones holomorfas sobre C. En la sección 7 se introduce el
espacio de Hardy de funciones holomorfas acotadas en D denotado por H∞(D)
y por último en la sección 8 se va a construir el cálculo funcional de Sz.-Nagy-
Foias sobre H∞(D).

Finalmente, veremos que el problema del subespacio invariante sólo está abier-
to para los operadores T : H → H que admiten la construcción del cálculo
funcional H∞. Este cálculo funcional se entenderá como un homomorfismo de
álgebras

ΦT : H∞(D)→ L(H)

donde L(H) es el conjunto de operadores lineales continuos de H en H. Final-
mente veremos que para los espacios de Hardy Hp(D) se conoce la estructura
de los subespacios cerrados de algunos operadores importantes y se mostrará
de qué forma el cálculo funcional relaciona estos resultados de los espacios de
Hardy con los subespacios invariantes de H bajo el operador T.
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2. Definiciones básicas

De ahora en adelante X es un espacio de Banach y H es un espacio de
Hilbert. Se usa el término operador para hacer referencia a un operador lineal
continuo T : X → X, a menos de que se especifique lo contrario y por subespacio
invariante no trivial de T se hace referencia a un subespacio cerrado M para el
cual TM ⊆M y {0} (M ( X. A continuación se hacen unas aclaraciones sobre
la notación que se va a manejar en el documento y se exponen los resultados
clásicos del problema: una versión del contraejemplo de Per Enflo simplificada
por Bernard Beauzamy y el teorema de Victor Lomonosov para operadores
compactos.

Bε(x) = {y ∈ X : ‖y − x‖ < ε}.

Si M es un espacio vectorial sobre un campo K se denota por M ′ el con-
junto de funcionales lineales continuos que van de M sobre K.

S1 := {x+ iy ∈ C | x2 + y2 = 1} es el toro en el plano complejo.

D := {x+iy ∈ C | x2+y2 < 1} es un disco abierto en el plano complejo.

Ω es un subconjunto abierto de C

H(Ω) es el conjunto de funciones complejas que son holomorfas en Ω.

Z(f) = {a ∈ Ω : f(a) = 0} para f ∈ H(Ω).

(E,A , µ) es un espacio de medida con A una sigma-álgebra sobre E y µ
una medida compleja sobre E.

(R,B, λ) denota la medida de Lebesgue en R y ([−π, π),B, λ′) denota la
medida de Lebesgue normalizada en S1 de forma que λ′(S1) = 1.

Sea T : X → X un operador, entonces

σ(T ) := {λ ∈ C | T − λI no es invertible} es el espectro de T.

ρ(T ) := C \ σ(T ) es la resolvente de T

Dado λ ∈ ρ(T ), Rλ = (T − λ)−1 es el operador resolvente.

Observación 2.0.1. Si X es un espacio de Banach, es suficiente que el operador
sea biyectivo para que su inversa sea continua por el teorema de la aplicación
abierta.
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3. Contraejemplo: espacio de Banach reflexivo

En 1973 el matemático sueco Per Enflo dio un ejemplo de un espacio de
Banach y un operador lineal continuo sin subespacio invariante cerrado no tri-
vial. Charles Read y Bernard Beauzamy avanzaron en el trabajo de producir
versiones más simples de este con las ideas de Per Enflo. Actualmente se conoce
una construcción en `1 del contraejemplo de Per Enflo [2, Caṕıtulo XIV]. Para
construirlo es preciso observar que dado un espacio de Banach complejo X y un
operador T : X → X lineal continuo y acotado, para que T no tenga subespacios
invariantes no triviales es suficiente y necesario verificar que para todo x ∈ X

X = spanC{x, Tx, T 2x, T 3x, ...}

es decir que X es la clausura del generado por {x, Tx, T 2x, ...}. Un x ∈ X tal que
esto ocurra se denomina ćıclico. Más aún, dado un x0 ∈ X ćıclico es suficiente
verificar que para todo x ∈ X

x0 ∈ spanC{x, Tx, T 2x, T 3x, ...}. (1)

Sea C[z] el conjunto de polinomios complejos con variables en z. Dado g ∈ C[z]
se define una norma | · | en C[z] tal que si p(z) = α0 + α1z + · · · + αnz

n,
entonces |p(z)| =

∑n
i=0 |αi|. A esta norma la llamaremos la norma natu-

ral en C[z]. Además, dada una base de Hammel ordenada {f0, f1, . . . , fn, . . . }
de C[z] se define otra norma ‖ · ‖ con respecto a esta base tal que si p(z) =
β0fj0 + β1fj1 + · · ·+ βnfjn entonces ‖p(z)‖ =

∑n
i=0 |βi|. Sea X la completación

de (C[z], ‖ · ‖), X es un espacio de Banach isométricamente isomorfo a `1 via la
aplicación de C[z] en `1 dada por

β0fj0 + β1fj1 + · · ·+ βnfjn 7→ β0ej0 + β1ej1 + · · ·+ βnejn .

donde {ei}∞i=0 es la base canónica de `1. Es decir ei ∈ `1 es la sucesión que vale
1 en la coordenada i-ésima y 0 de lo contrario.

Sea T : X → X el operador lineal definido por T (g(z)) = zg(z). Si T es
continuo se tiene que 1 es un vector ćıclico de T ya que

C[z] = spanC{1, z, z2, ...}

Además dado g ∈ X, 1 ∈ spanC{g, zg, z2g, z3g, ...} si para todo ε > 0 existe un
polinomio complejo ϕ tal que ‖ϕ(T )g − 1‖ = ‖ϕ(z)g − 1‖ < ε. Es importante
observar que para que esta propiedad valga para todo g ∈ X no es suficiente
demostrarla sólo en el caso en el que g ∈ C[z]. Esto ya que dado ε > 0, g ∈ X,
{qn}n∈N ⊆ C[z] tal que qn → g y {ϕn}n∈N una sucesión de polinomios complejos
para los cuales ‖ϕn(T )qn − 1‖ < ε entonces si {‖ϕn(T )‖op}n∈N es acotado

‖ϕn(T )g − 1‖ ≤ ‖ϕn(T )g − ϕn(T )qn‖+ ‖ϕn(z)qn − 1‖
≤ ‖ϕn(T )‖op‖g − qn‖+ ‖ϕn(T )qn − 1‖
→ 0.
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El problema es entonces que {‖ϕn(T )‖op} no es necesariamente acotada, luego
no se puede asegurar que si para todo g ∈ C[z], 1 ∈ spanC{g, zg, z2g, z3g, ...},
entonces esta condición vale para todo g ∈ X.

Por lo anterior, la construcción del contraejemplo consiste en verificar lo si-
guiente

(I). T es continuo

(II). Dado g ∈ X existen {qn} ⊆ C[z] y {ϕn} sucesión de polinomios complejos
para los cuales ‖ϕn(T )g − ϕn(T )qn‖ → 0 y ‖ϕn(z)qn − 1‖ → 0 de forma
que

‖ϕn(T )g − 1‖ ≤ ‖ϕn(T )g − ϕn(T )qn‖+ ‖ϕn(z)qn − 1‖ → 0.

La idea de la construcción consiste en definir inductivamente una base en la que
en primer lugar se pueda acotar localmente el operador evaluado el operador
aplicado a (g − qn). En concreto la norma debe satisfacer que ‖T sg − T sqn‖ ≤
4‖g‖ para s en algún intervalo para luego asegurar que ‖ϕn(T )g−ϕn(T )qn‖ → 0.
Además, para cada g ∈ X se construye la sucesión {qn} con la propiedad de
concentration at low degrees de modo que ‖ϕn(T )g − zs‖ → 0 localmente y se
define la base en segundo lugar para que ‖zs − 1‖ → 0 localmente.

Para empezar, se definen inductivamente sucesiones de números naturales {am}∞0 ,
{bm}∞0 y {vm}∞−1 con v−1 = v0 = 0, vm = (m − 1)(am + bm) para m ≥ 1 que
crezcan lo suficientemente rápido tales que

a0 = b0 = 1 < a1 < b1 < a2 < b2 < · · ·

de forma que se ordenen de la siguiente manera:

vn−1 < an < an + vn−2 < 2an < 2am + vn−3 < · · · < (n− 1)an < an + bn

y también

an + bn < (n− 1)an + bn < 2(an + bn) < (n− 1)an + 2bn < · · · < vn = (n− 1)(an + bn)

De esta forma, los intervalos de este arreglo generan una partición de los núme-
ros naturales. Dado k ∈ N se define la siguiente base de Hammel {fk}k∈N de C[z].

f0 = 1,

Si n ≥ 2 y 1 ≤ r ≤ n− 1 ó si n = r = 1

fk =

{
an−r(z

k − zk−an) ran ≤ k ≤ ran + vn−r−1 (a)

2[(r− 1
2 )an−k]/bn−1zk (r − 1)an + vn−r < k < ran (b)

Si n ≥ 2 y 1 ≤ r ≤ n− 1

fk =

{
zk − bnzk−bn r(an + bn) ≤ k ≤ (n− 1)an + rbn (c)

2[(r− 1
2 )bn−k]/nanzk (n− 1)an + (r − 1)bn < k < r(an + bn) (d)
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Los casos corresponden con la partición de arriba de modo que se va de vn−1

hasta (n− 1)an por medio de la iteración:

(b)→ (a)→ (b)→ (a)→ · · · → (b)

y de (n− 1)an hasta (n− 1)(an + bn) por medio de la ieración:

(d)→ (c)→ (d)→ (c)→ · · · → (d).

La familia {fk} es linealmente independiente y genera C[z] luego esto define otra
norma ‖·‖ distinta a la usual | · | en C[z] tal que si p = β0fj0 +β1fj1 + · · ·+βnfjn
entonces ‖p(z)‖ =

∑n
i=0 |βi|.

Lema 3.0.1. Si las sucesiones {an}, {bn} crecen suficientemente rápido, para
todo k ≥ 0

‖Tfk‖ ≤ 2.

Es decir que T es un operador continuo con esta norma y por lo tanto se
cumple la propiedad (I).

Además, por la manera como se ordenan las sucesiones {an}, {bn} se puede
verificar que para k en el caso (a) esto es n ≥ 2 y 1 ≤ r ≤ n− 1 con ran ≤ k ≤
ran + vn−r−1

‖zk − zk−ran‖ ≤ ‖zk − zk−an‖+ ‖zk−an − z(k−an)−an‖+ · · ·+ ‖zk−(r−1)an − zk−ran‖

=

∥∥∥∥ fk
an−r

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ fk−anan−r−1

∥∥∥∥+ · · ·+
∥∥∥∥fk−(r−1)an

an−1

∥∥∥∥
=

1

an−r
+

1

an−r−1
+ · · ·+ 1

an−1

Se escoge {an} que crezca lo suficientemente rápido tal que si n ≥ 2 y 1 ≤ r ≤
n− 1 con ran ≤ k ≤ ran + vn−r−1

‖zk − zk−ran‖ ≤ 1

an−r
+

1

an−r−1
+ · · ·+ 1

an−1
≤ 2

an−r

Entonces, si tomamos k = ran para n ≥ 2 y 1 ≤ r ≤ n− 1

‖zran − 1‖ = ‖zk − zk−ran‖ ≤ 2

an−r
(2)

También observe que si k está en el caso (c), esto es n ≥ 2 y 1 ≤ r ≤ n− 1 con
r(an + bn) ≤ k ≤ (n− 1)an + rbn se tiene

‖zk − brnzk−rbn‖ ≤ ‖zk − bnzk−bn‖+ ‖bnzk−bn − b2nzk−2bn‖+ · · ·+ ‖br−1
n zk−(r−1)bn − brnzk−rbn‖

≤ ‖fk‖+ bn‖fk−bn‖+ · · ·+ b(r−1)
n ‖fk−(r−1)bn‖

= 1 + bn + · · ·+ br−1
n

Entonces, se escoge {bn} que crezca suficientemente rápido tal que si n ≥ 2 y
1 ≤ r ≤ n− 1 con r(an + bn) ≤ k ≤ (n− 1)an + rbn

‖zk − brnzk−rbn‖ ≤ 2br−1
n . (3)
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Se denota por Pn ⊆ C[z] los polinomios de grado menor o igual a n y dado
f(z) ∈ C[z], Pn(f(z)) es el polinomio f(z) truncado hasta grado n. Ahora,
dado g ∈ X para construir la sucesión de polinomios {qn} deseados para (II).
definimos primero la función lineal Qm : X → P(m−1)am que es la extensión
lineal continua para la siguiente definición en la base

Qm(fk) =


fk si 1 ≤ k ≤ (m− 1)am

amz
j si existe n > m : k = (n−m)an + j con 0 ≤ j ≤ vm−1

0 de lo contrario

Para la cual se verifican los siguientes lemas

Lema 3.0.2. Para todo m ∈ N, Qm : X → P(m−1)am es continua y si las
sucesiones {an}, {bn} crecen lo suficientemente rápido, para todo g ∈ X para
m > 2 y bm + am ≤ s ≤ (m− 1)am + bm

‖T sg − T sQmg‖ ≤ 4‖g‖. (4)

Lema 3.0.3. Para todo g ∈ X, con ‖g‖ = 1 y ε > 0 sea k > 1 tal que 1
ak
< ε

3
entonces existen m > 2 y r ≥ 1 tales que m ≥ r + k + 1 para los cuales

|Pram(Qm(g))| ≥ 1

am
. (5)

y 3
am−r−1

≤ 3
ak
< ε

Lema 3.0.4. Dados n ≥ 0, ε, δ,M > 0 existe K > 0 tal que para todo q(z) ∈ Pn
y para todo 0 ≤ m ≤ n con |q(z)| ≤ M y |Pm(q(z))| ≥ δ si m ≤ n′ ≤ n existe
h(z) ∈ Pn′ tal que

|Pn′(hq)− zm| < ε (6)

y |h| ≤ K.

Como se verá más adelante, con la notación de la propiedad (II) para todo
g ∈ X, qm = Qm(g) son los polinomios deseados.

Finalmente, se va a probar que T : X → X no tiene subespacios invariantes
no triviales.

Teorema 3.0.1. Sean X el espacio de Banach que se construyó y T : X → X
el operador lineal continuo definido anteriormente. Entonces para todo ε > 0,
g ∈ X con ‖g‖ = 1 existe ϕ polinomio complejo tal que

‖ϕ(T )g − 1‖ < ε.

Demostración. Dado ε > 0, por el lema 3.0.3 existen m > 2 y 1 ≤ r ≤ (m−2)am
tales que |Pram(Qm(g))| ≥ 1

am
y 3

am−r−1
< ε. Por otro lado, para 1 ≤ j ≤

(m − 1)am, |fj | y ‖zj‖ se pueden acotar por una constante Cm mayor a am
que sólo depende de a1, b1, · · · , am−1, bm−1, am, en particular Cm no depende
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de bm. Luego para todo k ∈ N, |Qm(fk)| ≤ Cm. Denote por Qm(g) = qm, luego
qm ∈ P(m−1)am y si se escribe g =

∑∞
i=0 αifi

|qm| =

∣∣∣∣∣Qm
( ∞∑
i=0

αifi

)∣∣∣∣∣
≤
∞∑
i=0

|αi||Qm(fi)|

≤

( ∞∑
i=0

|αi|

)
Cm

por continuidad, linealidad y la desigualdad triangular entonces

|qm| ≤ Cm‖g‖ = Cm (7)

A continuación, la idea de la prueba consiste en escoger la sucesión {bm} de
tal manera que cumpla 4 condiciones. Entas condiciones valen si se escogen bm
suficientemente grandes.

En primer lugar observe que por el lema 3.0.4 existen Km > 0, que depende de
am, Cm, y existe h ∈ P(m−2)am con |h| ≤ Km tal que como |Pram(qm)| ≥ 1

am
entonces

|P(m−2)am(hqm)− zram | < 1

amCm

En particular,

|P(m−1)am(zamhqm)− z(r+1)am | < 1

amCm
(8)

Sea ϕ = 1
bm
zam+bmh, entonces se tiene que,

deg(ϕ) = deg(h) + (am + bm)

≤ (m− 2)am + (am + bm)

= (m− 1)am + bm

Si se escribe

ϕ(T ) =

(m−1)am+bm∑
s=am+bm

αsz
s

se sigue por el lema 3.0.2

‖ϕ(T )g − ϕ(T )qm‖ =

∥∥∥∥∥∥
(m−1)am+bm∑
s=am+bm

αs(T
sg − T sqm)

∥∥∥∥∥∥
≤

(m−1)am+bm∑
s=am+bm

|αs|‖T sg − T sqm‖

= |ϕ|‖T sg − T sqm‖
≤ 4|ϕ|
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donde |ϕ| = | 1
bm
zam+bmh| = 1

bm
|h| ≤ 1

bm
Km. Entonces como primera condición

se toma bm suficientemente grande tal que

‖ϕ(T )g − ϕ(T )qm‖ ≤
1

am
(9)

Por otro lado,

deg(ϕqm) = deg(ϕ) + deg(qm)

≤ 2(m− 1)am + bm

Entonces como segunda condición se toma bm suficienteme grande para que
deg(ϕqm) < 2(am + bm) luego ϕqm − P(m−1)am+bm(ϕqm) es una combinación
lineal de elementos de la base correspondientes únicamente al caso (d) luego

ϕqm − P(m−1)am+bm(ϕqm) =

2(m−1)am+bm∑
s=(m−1)am+bm

αsz
s

luego,

‖ϕqm − P(m−1)am+bm(ϕqm)‖ ≤
2(m−1)am+bm∑
s=(m−1)am+bm

‖αszs‖

≤
2(m−1)am+bm∑
s=(m−1)am+bm

|αs|
1

2[ 32 bm−s]/mam

≤
2(m−1)am+bm∑
s=(m−1)am+bm

|αs|
(

1

2[ 32 bm−(2(m−1)am+bm)]/mam

)

≤ |ϕqm|
(

1

2[−2(m−1)am+ 1
2 bm)]/mam

)
≤ |ϕ||qm|

(
1

2[−2(m−1)am+ 1
2 bm)]/mam

)
=

1

bm
|h||qm|

(
1

2[−2(m−1)am+ 1
2 bm)]/mam

)
≤ 1

bm
KmCm

(
1

2[−2(m−1)am+ 1
2 bm)]/mam

)
Entonces, como Km y Cm no dependen de bm, se puede tomar como tercera
restricción bm suficientemente grande para que

‖ϕqm − P(m−1)am+bm(ϕqm)‖ ≤ 1

am
. (10)

Además, por el caso (c) para am + bm ≤ k ≤ (m− 1)am + bm

‖zk − bmzk−bm‖ = 1

=⇒ ‖ 1

bm
zk − zk−bm‖ =

1

bm
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haciendo un cambio de variables, si am ≤ s ≤ (m− 1)am

‖ 1

bm
zbm+s − zs‖ =

1

bm
(11)

Entonces, si se escribe

P(m−1)am(zamhqm) =

(m−1)am∑
s=am

αsz
s (12)

Usando (11),(12) se tiene que

‖P(m−1)am+bm(ϕqm)− P(m−1)am(zamhqm)‖ = ‖ 1

bm
P(m−1)am+bm(zam+bmhqm)− P(m−1)am(zamhqm)‖

= ‖ 1

bm
zbmP(m−1)am(zamhqm)− P(m−1)am(zamhqm)‖

≤
(m−1)am∑
s=am

|αs|‖
1

bm
zbm+s − zs‖

=

(m−1)am∑
s=am

|αs|
1

bm

≤ |zamhqm|
1

bm

= |hqm|
1

bm

≤ |h||qm|
1

bm
≤ KmCm

bm

finalmente se toma como cuarta condición que bm sea suficientemente grande
para que

‖P(m−1)am+bm(ϕqm)− P(m−1)am(zamhqm)‖ ≤ 1

am
(13)

Más aún, por (7) se tiene que

‖P(m−1)am(zamhqm)− z(r+1)am‖ ≤ |P(m−1)am(zamhqm)− z(r+1)am |Cm
Entonces, por (8)

‖P(m−1)am(ϕqm)− z(r+1)am‖ < 1

am
(14)

Finalmente, como m ≥ 2 y r ≤ m− 2 entonces r+ 1 ≤ m− 1 y por (2) se tiene
que

‖z(r+1)am − 1‖ ≤ 2

am−r−1
(15)

Luego, por (9), (10), (13), (14) y (15)

‖ϕ(T )g − 1‖ ≤‖ϕ(T )g − ϕqm‖+ ‖ϕqm − P(m−1)am+bm(ϕqm)‖+
‖P(m−1)am+bm(ϕqm)− P(m−1)am(zamhqm)‖+
‖P(m−1)am(zamhqm)− z(r+1)am‖+ ‖z(r+1)am − 1‖

<
1

am
+

1

am
+

1

am
+

1

am
+

2

am−r−1

13



De forma, que si escojo {am}, {bm} que crezcan lo suficientemente rápido

‖ϕ(T )g − 1‖ < 3

am−r−1

< ε

La prueba del teorema ilustra la manera como se escojen inductivamente las
sucesiones {am}, {bm} para que satisfagan las condiciones del teorema y de los
respectivos lemas 3.0.1, 3.0.2, 3.0.3. A continuación se prueban los lemas 3.0.1,
3.0.4 y se omiten las demostraciones de los lemas 3.0.2 y 3.0.3 que son bastante
técnicos, para dar continuidad a la lectura pues el énfasis de este trabajo se
desarrollará en los caṕıtulos 6 y 7.

Demostración del lema 3.0.1. Para probar el lema es necesario considerar los 4
casos (a),(b),(c),(d) de la definición de la base de X.

Caso (a).
Sean n ≥ 2 y 1 ≤ r ≤ n−1 ó n = r = 1 y fk = an−r(z

k− zk−an) entonces

Tfk = an−r(z
k+1 − z(k+1)−an)

• Si k < ran + vn−r−1 entonces Tfk = fk+1 y ‖Tfk‖ = ‖fk+1‖ < 2.

• Si k = ran + vn−r−1 entonces

‖Tfk‖ = ‖an−r(zk+1 − zk+1−an)‖
≤ an−r(‖zk+1‖+ ‖zk+1−an‖)

y se tienen las siguientes cotas de ‖zk+1‖, ‖zk+1−an‖. Para la primera
cota se observa que fk+1 está definido según el caso (b) ya que ((r+
1)− 1)an + vn−(r+1) < ran + vn−(r+1) + 1 = k + 1, luego

‖zk+1‖ = 2−[[((r+1)− 1
2 )an−(k+1)]/bn−1]

= 2−[[((r+1)− 1
2 )an−(ran+vn−r−1+1)]/bn−1]

= 2[[− 1
2an+vn−(r+1)+1]/bn−1]

Entonces se puede tomar an suficientemente grande tal que ‖zk+1‖ <
1

an−r
. También se tiene que

‖zk+1−an‖ = ‖zran+vn−r−1+1−an‖
= ‖z(r−1)an+vn−r−1+1 ‖
≤ ‖z(r−1)an+vn−(r+1)+1 − zvn−(r+1)+1 ‖+ ‖zvn−(r+1)+1 ‖

Para el primer sumando observe que como (r − 1)an ≤ (r − 1)an +
vn−(r+1) + 1 ≤ (r − 1)an + vn−r se puede usar (2) y se tiene que

‖z(r−1)an+vn−(r+1)+1 − zvn−(r+1)+1 ‖ ≤ 2

an−(r−1)
<

1

2an−r

14



Lo último tomando an−r+1 suficientemente grande.

Para el segundo sumando observe que fvn−(r+1)+1 está en el caso (b)
ya que (1 − 1)an−r + vn−(r+1) < vn−(r+1) + 1 entonces nuevamente
se tiene que

‖zvn−(r+1)+1‖ = 2−[[(1− 1
2 )an−r−(vn−(r+1)+1)]/bn−r−1]

= 2[(− 1
2an−r+vn−(r+1)+1)/bn−r−1]

<
1

2an−r

lo último se obtiene tomando an−r suficientemente grande tal que

c2
−an−r

2bn−r−1 < 1
2an−r

Por lo anterior, ‖Tfk‖ ≤ an−r(‖zk+1‖+‖zk+1−an‖) <
2.

Caso (c). Sean n ≥ 2 y 1 ≤ r ≤ n− 1 y fk = zk − bnzk−bn entonces

Tfk = zk+1 − bnz(k+1)−bn

y se tienen los siguientes dos casos.

• Si k < (n− 1)an + rbn entonces Tfk = fk+1 luego ‖Tfk‖ = 1 < 2.

• Si k = (n− 1)an + rbn entonces se puede verificar que

Tfk = 2[(n−1)an+1− 1
2 bn]/nan(fk+1 − bnfk+1−bn)

luego ‖Tfk‖ ≤ (1 + bn)2[(n−1)an+1− 1
2 bn]/nan < 2 tomando bn sufi-

cientemente grande.

Caso (b). Sean n ≥ 2 y 1 ≤ r ≤ n− 1 y fk = 2[(r− 1
2 )an−k]/bn−1zk entonces

Tfk = 2[(r− 1
2 )an−k]/bn−1zk+1

• Si k < ran − 1 entonces Tfk = 21/bn−1fk+1 luego ‖Tfk‖ < 2.

• Si k = ran − 1 entonces

Tfk = 2[(r− 1
2 )an−(ran−1)]/bn−1z(ran−1)+1 = 2[1− 1

2an]/bn−1zran

y observe que por (2) se tiene que ‖zran‖ = ‖zran−1‖+‖1‖ ≤ 2
an−r

+1

luego

‖Tfk‖ ≤ 2[1− 1
2an]/bn−1

(
1 +

2

an−r

)
< 2

si an es suficientemente grande.

Caso (d). Sean n ≥ 2 y 1 ≤ r ≤ n− 1 y fk = 2[(r− 1
2 )bn−k]/nanzk entonces

Tfk = 2[(r− 1
2 )bn−k]/nanzk+1

De manera análoga se tienen los siguientes casos

• Si k < r(an + bn) − 1 entonces Tfk = 21/nanfk+1 < 2 para an
suficientemente grande.
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• Si k = r(an + bn)− 1 entonces reemplazando

Tfk = 2(1−ran− 1
2 bn)/nanzr(an+bn)

y por (3) y la cota anterior de ‖zan‖ se tiene que ‖zr(an+bn)‖ ≤
‖zr(an+bn) − brnzran‖+ ‖brnzan‖ ≤ 2br−1

n + brn

(
2

an−r
+ 1
)

, luego

‖Tfk ‖ = 2(1−ran− 1
2 bn)/nan

(
2br−1
n + brn

(
2

an−r
+ 1

))
< 2

cuando bn es suficientemente grande.

Por lo tanto para todo k ∈ N, ‖Tfk‖ < 2.

Demostración del lema 3.0.4. Sean n ≥ 0, ε, δ,M > 0 entonces para m = 1, ..., n
se define

Ωm = {g(z) ∈ Pn : |g(z)| ≤M ∧ |Pm(g(z))| ≥ δ}

Ωm es compacto ya que es un cerrado contenido en la imagen del conjunto
compacto [−M,M ], bajo la función | · | : C→ R que es continua porque define
una norma. Además se define la siguiente cobertura por abiertos de Ωm. Fije
m ≤ n′ ≤ n. Dado q(z) ∈ Ωm, q(z) = a0 + a1z + · · · + amz

m + · · · + an′z
n′ +

· · ·+ anz
n como |Pm(q(z))| ≥ δ se puede tomar k = mı́n{r : ar 6= 0}. Entonces

por el algoritmo de la división existe g(z) ∈ Pn′ tal que

zm = q(z)g(z) + r(z)

donde r(z) = cn′+1z
n′+1 + ... + cn′+nz

n′+n. Para ver esto basta tomar g(z) =
bm−k + · · ·+ bn′z

n′ tal que

1

ak
= bm−k

0 = akbm−k+1 + ak+1bm−k

0 =
∑

i+j=m+r2

aibj

...

0 =
∑

i+j=n′

aibj

Entonces como ak 6= 0 este sistema de ecuaciones tienen una única solución
para los coeficientes {bn}n

′

n=m−k. Además, g(z) definido de esa forma satisface
q(z)g(z) = zm−r(z) donde r(z) es el residuo del producto que por construcción
no tiene exponentes de potencia menor a n′ luego Pn′(qg) = Pn′(z

m − r) = zm.
Por lo anterior existe un abierto no vaćıo U(q, n′,m) vecindad de q que depende
de q, n′ y m tal que si g′ ∈ U(q, n′,m)

|Pn′(qg′)− zm| < ε
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Como Ωm es compacto existen finitos U(q1, n
′,m), ..., U(ql, n

′,m) que lo cubren
para cada m ≤ n′ < n. Finalmente tome

K = máx
m

máx
n′

máx
i=1,...,l

|qi|

Observe que si q ∈ Pn y n satisface las hipótesis del teorema entonces para todos
m,n′ tal que 0 ≤ m ≤ n′ ≤ n existe U(qi, n

′,m) tal que

|Pn′(qiq)− zm| < ε

y |qi| ≤ K por construcción.

17



4. Teorema de Lomonosov

Lema 4.0.1. Teorema de Mazur [13, Pg. 416]. Sea X un espacio de Banach y
sea K ⊆ X compacto. Se denota la cerradura convexa de K por

conv{K} =

{
n∑
i=1

λixi :

n∑
i=1

λi = 1 ∧ xi ∈ K,∀i ≤ n, n ∈ N

}

entonces conv{K} es compacto.

Demostración. Dado ε > 0, como K ⊆ X es compacto K es cerrado y pre-
compacto. Es decir que existen x1, . . . , xn ∈ K tales que K ⊆

⋃n
i=1B ε

4
(xi).

A = conv{x1, · · · , xn}, entonces conv{K} ⊆
⋃
x∈AB ε

4
(x). Sea y ∈ conv{K}

entonces y =
∑m
i=1 λiyi,

∑m
i=1 λi = 1 y yi ∈ K para i = 1, . . . ,m. Además para

cada yi existe xi ∈ {x1, · · · , xn} tal que ‖yi − xi‖ < ε
4 . Se define x ∈ A como

x =
∑m
i=1 λix

i entonces∥∥∥∥∥
m∑
i=1

λiyi −
m∑
i=1

λix
i

∥∥∥∥∥ ≤
m∑
i=1

λi‖yi − xi‖

<

m∑
i=1

λi
ε

4

=
ε

4

luego conv{K} ⊆
⋃
x∈AB ε

4
(x) y por ende conv{K} ⊆

⋃
x∈AB ε

2
(x). Por otro

lado ϕ : [0, 1]× · · · × [0, 1]→ X definida por

ϕ(λ1, . . . , λn) =

n∑
i=1

λixi

es una función continua. Además si A′ = {(λ1, . . . , λn) ∈ [0, 1]n :
∑
λi = 1} es

cerrado pues es la preimagen de un punto y es compacto pues es un subconjunto
cerrado de [0, 1]n que es compacto. Por lo anterior A = ϕ(A′) es compacto. Por
esto existen finitos k1, · · · , k` ∈ A tales que A ⊆

⋃m
i=1B ε

2
(ki). Luego conv{K} ⊆⋃`

i=1Bε(ki) pues dado y ∈ conv{K}, por lo anterior, existe x ∈ A tal que
‖y − x‖ < ε

2 . Además, existen ki, i = 1, · · · , ` tales que ‖ki − x‖ < ε
2 luego

‖y − ki‖ ≤ ‖y − x‖+ ‖x− ki‖
< ε

Por lo anterior, conv{K} es un cerrado precompacto en un espacio de Banach
luego es compacto.

Teorema 4.0.1. [10] Dado un espacio de Banach X si T : X → X y T conmuta
con un operador compacto K : X → X distinto de cero, entonces existe un
subespacio cerrado no trivial de X invariante bajo T .
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Demostración. Suponga por contradicción queX no tiene subespacios T-invariantes
no triviales. En particular T no tiene valores propios. Sea K : X → X un ope-
rador compacto de norma uno para el cual TK = KT . Tome x1 ∈ X tal que
Kx1 6= 0 y ‖Kx1‖ = 1. Por continuidad existe δ > 0 tal que para todo x en X

‖x− x1‖ < δ =⇒ ‖Kx−Kx1‖ <
1

2

=⇒ |‖Kx1‖ − ‖Kx‖| <
1

2

=⇒ ‖Kx1‖ − ‖Kx‖ <
1

2

=⇒ ‖Kx‖ > 1

2

Tomando y = x
δ , para todo y en X∥∥∥y − x1

δ

∥∥∥ < 1 =⇒ ‖Ky‖ > 1

2δ
> 0

Tome x0 = x1

δ y sea B = {y ∈ X : ‖y − x0‖ ≤ 1}. Por lo anterior 0 6∈ KB
luego 0 6∈ B. Considere el álgebra de operadores lineales continuos A = {T ′ :
X → X | T ′T = TT ′}. Como T no tiene subespacio invariante no trivial,
para todo y 6= 0, y ∈ X, spanC{T ′y : T ′ ∈ A } = X. En particular para todo
y ∈ KB ⊂ X existe T ′ ∈ A tal que ‖T ′y − x0‖ < 1. Es decir, dado y ∈ KB
existe T ′ ∈ A tal que T ′y está en el interior de B luego existe un abierto U
vecindad de T ′y tal que U ⊆ B. Tome Vy = T ′

−1
(U) vecindad abierta de y para

la cual T ′(Vy) ⊆ B. Entonces {Vy : y ∈ KB} es una cobertura por abiertos
de KB y por compacidad existen finitos V1, · · · , Vn abiertos y T1, · · · , Tn los
correspondientes operadores de A para los cuales Ti(Vi) ⊆ B. De forma que
para todo y ∈ KB existe i = 1, · · · , n tal que Tiy ∈ B.

Se define una función continua f : [0,∞)→ [0,∞)

f(x) =

{
1− x si x ∈ [0, 1]

0 de lo contrario

De forma que para todo y ∈ KB, f(‖Tiy − x0‖) vale cero si Tiy 6∈ B y existe
i = 1, . . . , n para el cual f(‖Tiy − x0‖) no se anula y

∑n
i=1 f(‖Tiy − x0‖) > 0.

Sea ψ : KB → X

ψ(y) =

∑n
i=1 f(‖Tiy − x0‖)Tiy∑n
i=1 f(‖Tiy − x0‖)

(1)

Para todo y ∈ KB, ψ(y) es una combinación lineal convexa de puntos en B
luego ψ(KB) ⊆ B. Entonces, como KB es compacto y ψ es continua, ψ(KB)
es compacto. Sea C = conv{ψ(TB)} la clausura de la cerradura convexa de
este conjunto. Por el Teorema de Mazur (Teorema 4.0.1) C ⊆ B es un convexo
compacto. Entonces por el teorema del punto fijo de Shauder ψ ◦K : C → C
fija un punto. Es decir, existe y0 ∈ C, en particular y0 6= 0, tal que

n∑
i=1

αiTiKy0 = y0 (2)
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con

αi =
f(‖TiKy0 − x0‖)∑n
i=1 f(‖TiKy0 − x0‖)

(3)

Finalmente, tome G = {x ∈ X :
∑n
i=1 αiTiKx = x}. Este es un subespacio

no trivial de X pues y0 ∈ G y además es invariante bajo T ya que dado x =∑n
i=1 αiTiKx elemento de G

Tx = T

(
n∑
i=1

αiTiKx

)

=

n∑
i=1

αiTTiKx

=

n∑
i=1

αiTiK(Tx)

Lo anterior pues Ti y K conmutan con T para todo i = 1, . . . , n, luego Tx ∈ G.
Además

∑n
i=1 αiTiK : X → X es un operador compacto pues los operadores

compactos forman un ideal en el álgebra de operador lineales continos, entonces∑n
i=1 αiTiK : G → G también es. Sin embargo, restringido a G este operador

es la identidad, es decir que id : G → G es un operador compacto lo cual pasa
si y sólo si G es finito dimensional. Por lo anterior, G es un subespacio cerrado
no trivial de X invariante bajo T lo cual es una contradicción. Por lo anterior,
existe un subespacio cerrado no trivial de X invariante bajo T.
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5. Herramientas de espacios de Banach, análisis
complejo y teoŕıa de operadores

5.1. Teoŕıa de los espacios de Banach

Teorema 5.1.1. (Teorema de Hahn-Banach)[1]. Sea E un espacio vectorial
normado real o complejo y M un subespacio de E. Dado f ′ ∈M ′ existe g′ ∈ E′
extensión lineal continua de f ′ tal que ‖f‖ = ‖g‖.

Teorema 5.1.2. (Principio de acotación de Banach-Steinhaus)[1]. Sea X espa-
cio de Banach, (x′i)i∈I una familia en X ′ tal que para todo x ∈ X existe αx > 0
con

‖x′i(x)‖ ≤ αx
para todo i ∈ I. Entonces, existe α > 0 tal que ‖xi‖ ≤ α para todo i ∈ I.

Teorema 5.1.3. [1] Dado E un espacio normado reflexivo. Entonces toda su-
cesión acotada en E tiene una subsucesión en E que converge débilmente.

Teorema 5.1.4. (Teorema Arzelà-Ascoli) [14]. Sea X un espacio métrico se-
parable y F una familia de funciones equicontinuas en X, entonces para toda
sucesión {fn}n∈N ⊆ F existe una subsucesión {fnk}k∈N que converge unifor-
memente en cualquier subconjunto compacto de X.

Teorema 5.1.5. (Teorema de representación de Riesz)[1] Dado H un espacio
de Hilbert y f ∈ H ′ entonces existe un único y ∈ H tal que para todo x ∈ H

f(x) = 〈x, y〉.
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5.2. Teoŕıa de la medida

Teorema 5.2.1. (Convergencia dominada)[7]. Sea (E,A , µ) espacio de medida
real, (fn)∞n=0 sucesión de funciones A -medibles definidas de E en los reales
extendidos µ-casi siempre. Suponga que existe una función real positiva s ∈
L+

1 (E) tal que ∀n ≥ 0, |fn(x)| ≤ s(x) µ-casi siempre.

=⇒
∫

ĺım inf
n→∞

fndµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫
fndµ∫

ĺım sup
n→∞

fndµ ≥ ĺım sup
n→∞

∫
fndµ

Si los ĺımites existen se tiene que∫
ĺım
n→∞

fndµ = ĺım
n→∞

∫
fndµ.

Teorema 5.2.2. (Teorema de Representación de Riesz) [7] Sea E un espacio de
Hausdorff localmente compacto y sea I un funcional lineal sobre C00(X) que es
el conjunto de funciones de soporte compacto en X. Entonces existe una sigma-
álgebra Mι sobre E que contiene a los borelianos y una medida regural (E,Mι, ι)
tal que para todo f ∈ C00(X)

I(f) =

∫
E

f(x) dι(x).

Teorema 5.2.3. (Teorema Lebesgue-Radon-Nikodym) [7]. Sea (X,A , µ) un es-
pacio de medida σ-finita y v medida compleja σ-finita en (X,A ) entonces

Existe un único par de medidas complejas µa, µs en (X,A ) tal que

µ = µa + µs

con µa � v es decir, µa es absolutamente continua con respecto a v, y
µs ⊥ v, es decir µs es singular con respecto a v.

Además existe una única función f0 ∈ L1(X,A , v) tal que

µa(A) =

∫
A

f0dv

y para toda f ∈ L1(X,A , |µa|)∫
X

fdµa =

∫
X

ff0dv

para todo A ∈ A . La función fo se denomina la derivada de Lebesgue-
Radon-Nikodym de µ con respecto a v y se suele denotar dv

dµ .

Teorema 5.2.4. [14] Sea λ la medida de Lebesgue, x ∈ Rk y {Br(x)}r<0 bolas
que se contraen hacia x cuando r → 0. Entonces si µ es una medida de Borel
compleja en Rk y dµ = fdλ+ dµs

Dµ(x) := ĺım
r→0

µ(Br(x))

λ(Br(x))
= f(x)

casi siempre.
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Corolario 5.2.1. (Descomposición polar)[7]. Sea (X,A , µ) un espacio de me-
dida compleja σ−finito. Como µ es absolutamente continua con respecto a |µ|,
la derivada de Lebesgue-Radon-Nykodym dµ

d|µ| ∈ L1(X,A , µ) satisface

µ(A) =

∫
A

dµ

d|µ|
d|µ|.

donde |µ| es una medida real positiva.

Teorema 5.2.5. (Fubini) [7] Sean (X,A , µ), (Y,M , v) espacios de medida
σ−finitos y sea f una función compleja µ×v-medible definida en X×Y . Suponga
que alguna de las siguientes tres integrales es finita.∫

X×Y
|f | dµ× v∫

Y

∫
X

|f | dµdv∫
X

∫
Y

|f | dvdµ

Entonces, ∫
X×Y

f(x, y) dµ× v(x, y) =

∫
Y

∫
X

f(x, y) dµ(x)dv(y)

=

∫
X

∫
Y

f(x, y) dv(y)dµ(x).
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5.3. Análisis complejo

Definición 5.3.1. Dada f una función compleja definida en un subconjunto
abierto Ω del plano complejo, se dice que f es holomorfa en Ω si para todo
z0 ∈ Ω

ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

existe. Este ĺımite se denota f ′(z0) y se escribe H(Ω) para el conjunto de fun-
ciones complejas holomorfas en Ω.

Teorema 5.3.1. (Ecuaciones de Cauchy-Schwartz) Dada f función compleja
definida en un subconjunto abierto del plano complejo Ω que es diferenciable
para todo z ∈ Ω. Entonces f es holomorfa si y sólo si f satisface las ecuaciones
de Cauchy-Schwartz que son

∂f

∂x
+ i

∂f

∂y
= 0.

Observe que si f se escribe de la forma f = u + iv donde u, v son funciones
reales entonces las ecuaciones de Cauchy-Schwartz se escriben de la forma

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

Teorema 5.3.2. (Fórmula de Cauchy en un convexo) [14]. Sean Ω una región
abierta y conexa del plano complejo, γ una curva cerrada en Ω y f ∈ H(Ω). Si
z ∈ Ω no pertenece a la imagen de γ entonces

f(z) · Indγ(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ

donde Indγ(z) denota el ı́ndice de gama con respecto a z y define formalmente
como Indγ(z) = 1

2πi

∫
γ

1
ξ−zdξ.

Teorema 5.3.3. (Teorema de Morera) [14]. Sea Ω una región abierta y conexa
del plano complejo y f ∈ C(Ω) tal que para toda curva cerrada γ ⊂ Ω∫

γ

f(z)d(z) = 0

Entonces f ∈ H(Ω).

Teorema 5.3.4. [14]. Sea Ω un subconjunto abierto de C. Si f ∈ H(Ω) entonces
f se puede representar por una serie de potencias en Ω.

Teorema 5.3.5. (Liouville)[14] Si f es una función anaĺıtica en todo el plano
complejo que es también acotada, entonces f es constante.

Teorema 5.3.6. (Principio de módulo máximo)[14] Sean Ω un subconjunto
abierto y conexo del plano complejo, a ∈ Ω, f ∈ H(Ω) y r > 0 tal que Br(a) ⊂ Ω
entonces

|f(a)| ≤ máx
θ
|f(a+ reiθ)|

y son iguales si y solamente si f es constante en Ω.
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5.4. Teoŕıa de operadores

Lema 5.4.1. (Ecuación resolvente) [2] Dados µ, λ ∈ ρ(T ) se tiene la igualdad

Rµ −Rλ = (µ− λ)RµRλ.

Demostración.

(T − λ)(T − µ)(Rµ −Rλ) = (T − λ)− (T − λ)(T − µ)Rλ

= (T − λ)− (T − µ)(T − λ)Rλ

= (T − λ)− (T − µ)

= (µ− λ)I

=⇒ Rµ −Rλ = (µ− λ)RµRλ.

Teorema 5.4.1. [2]. Dado un operador lineal continuo T : X → X, σ(T ) es

un subconjunto cerrado y compacto de C acotado por ĺım supn→∞ ‖Tn‖
1
n que es

siempre menor a ‖T‖.

Demostración. Es suficiente probar que ρ(T ) es abierto. Sea λ ∈ ρ(T ) y Rλ =
(T − λ)−1. Tome µ ∈ C tal que |µ| < 1

‖Rλ‖ . Podemos definir el operador

S(µ) :=

∞∑
k=0

µkRk+1
λ

pues converge en norma de operadores. Además S(µ) es la inversa de T−(λ+µ).

[T − (λ+ µ)]S(µ) = [(T − λ)− µ]

∞∑
k=0

µkRk+1
λ

=

∞∑
k=0

µkRkλ −
∞∑
k=0

µk+1Rk+1
λ

= Id.

De manera análoga S(µ)[T−(λ+µ)] = Id luego S(µ) es la inversa de T−(λ+µ).
Para ver que U = {λ + µ : |µ| < 1

‖Rλ‖} es abierto tome λ + µ ∈ U y sea ε > 0

tal que |µ|+ ε < 1
‖Rλ‖ . Dado α ∈ Bε(λ+ µ) ⊆ C, α = λ+ (µ− (λ+ µ) + α) y

|µ− (λ+ µ) + α| ≤ |µ|+ |λ+ µ− α|
< |µ|+ ε

<
1

‖Rλ‖

luego Bε(λ + µ) ⊆ U . Por lo anterior ρ(T ) es abierto, luego σ(T ) es cerrado.
Para ver que es compacto basta probar que está acotado. Para ello observe que si
1
λ ĺım supn→∞ ‖Tn‖

1
n < 1 la serie

∑∞
k=0

Tk

λk+1 converge en norma de operadores.
Además

(T − λ)

∞∑
k=0

−T k

λk+1
= −

∞∑
k=0

T k+1

λk+1
+

∞∑
n=0

T k

λk

= Id.
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Es decir, que si ĺım supn→∞ ‖Tn‖
1
n < λ, λ ∈ ρ(T ). Por lo anterior, el espectro

es un subconjunto compacto de C acotado por ĺım supn→∞ ‖Tn‖
1
n . Finalmente

podemos observar que el ĺım supn→∞ ‖Tn‖
1
n es finito ya que es siempre menor

que ‖T‖.

Teorema 5.4.2. [9] La función resolvente λ 7→ (T − λ)−1 definida en ρ(T ) es
anaĺıtica.

Demostración. Para todo λ ∈ ρ(T ) y sea λ0 también en la resolvente de T tal

que |λ− λ0| < 1
‖Rλ0‖

. Este existe ya que si |λ− λ0| < ‖T−λ‖
2

|λ− λ0| < ‖T − λ‖ − |λ− λ0|
≤ ‖T − λ0‖

≤ 1

‖Rλ0
‖

Además, por la ecuación resolvente se tiene que

Rλ[Id− (λ− λ0)Rλ0 ] = Rλ0

y para λ ∈ ρ(T ) con |λ− λ0| < 1
‖Rλ0‖

se puede definir la función

λ 7→
∞∑
k=0

(λ− λ0)kRkλ0

tal que

[Id− (λ− λ0)Rλ0
]

∞∑
k=0

(µ− λ0)kRkλ0
=

∞∑
k=0

(µ− λ0)kRkλ0
−
∞∑
k=0

(µ− λ0)k+1Rk+1
λ0

= Id.

y el resultado es análogo si se multiplica [Id− (λ− λ0)Rλ0 ] a derecha. Por esto
si |λ− λ0| < 1

Rλ0

Rλ = Rλ0 [Id− (λ− λ0)Rλ0 ]−1

= Rλ0

∞∑
k=0

(λ− λ0)kRkλ0

=

∞∑
k=0

(λ− λ0)kRk+1
λ0

Por lo anterior la función reslvente definida en ρ(T ) es anaĺıtica.
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6. Herramientas de análisis armónico:
Kernel de Poisson

El kernel de Poisson define una aplicación integral que se llamara la integral
de Poisson que va de L1(S1) en L1(D). En concreto la integral de Poisson pro-
porciona una solución al problema de frontera de Dirichlet. Este es que dada una
función continua f definida en S1 es posible encontrar una función continua F
definida en el disco D que coincida con f en el borde del disco y cuya restricción
al interior del disco sea armónica. Además se va a probar que esta solución al
problema de Dirichlet es única y si f es continua F también lo será. Para esto
es importante verificar el siguiente lema.

Lema 6.0.1. [14, Pg. 199]. Sea (X,A , µ) un espacio de medida finita compleja,
ϕ una función compleja µ−medible en X y Ω un subconjunto abierto del plano
complejo que no interseca ϕ(X), entonces la función

f(z) =

∫
X

dµ(ξ)

ϕ(ξ)− z
(z ∈ Ω)

es anaĺıtica en Ω.

Demostración. Sean a ∈ C y r > 0 tal que Br(a) ⊆ Ω entonces para todo ξ ∈ X,
|ϕ(ξ)− a| > r luego para todo z ∈ Br(a)∣∣∣∣ z − a

ϕ(ξ)− a

∣∣∣∣ < 1

Por esto para todo z ∈ Br(a) y ξ ∈ X considere la serie geométrica convergente

∞∑
n=0

(z − a)n

(ϕ(ξ)− a)n+1
=

1

(ϕ(ξ)− a)

1

1− z−a
ϕ(ξ)−a

=
1

ϕ(ξ)− z

Entonces, para todo z ∈ Br(a)∫
X

dµ(ξ)

ϕ(ξ)− z
=

∫
X

∞∑
n=0

(z − a)n

(ϕ(ξ)− a)n+1
dµ(ξ)

Por el Teorema de Fubini 5.2.5 como µ es una medida finita y ϕ es µ−medible
entonces ∫

X

dµ(ξ)

ϕ(ξ)− z
=

∞∑
n=0

∫
X

(z − a)n

(ϕ(ξ)− a)n+1
dµ(ξ)

=

∞∑
n=0

(z − a)n
∫
X

dµ(ξ)

(ϕ(ξ)− a)n+1

=

∞∑
n=0

(z − a)ncn
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que converge para todo z ∈ Br(a) pues si R es el radio de convergencia de esta
serie de potencias entonces

1

R
= ĺım
n→∞

|cn|
1
n

= ĺım
n→∞

∣∣∣∣∫
X

dµ(ξ)

(ϕ(ξ)− a)n+1

∣∣∣∣ 1n
≤ ĺım
n→∞

(∫
X

d|µ|(ξ)
|(ϕ(ξ)− a)n+1|

) 1
n

≤ ĺım
n→∞

(
1

rn+1

∫
X

d|µ|(ξ)
) 1
n

= ĺım
n→∞

(
|µ|(X)

rn+1

) 1
n

=
1

r

Entonces r es menor o igual al radio de convergencia de la serie anterior. Por
esto para todo x ∈ Br(a) la serie de potencias converge.

A continuación se revisa la definición de función armónica y su correspon-
diente caracterización, además se muestra que las funciones holomorfas son
armónicas. Más aún, el propósito del trabajo es estudiar el problema del subes-
pacio invariante a partir del cálculo en funciones holomorfas por lo que es im-
portante observar su conexión con las funciones armónicas.

Definición 6.0.1. Dada f una función compleja definida en un subconjunto
abierto del plano complejo Ω, decimos que f es armónica en Ω si las segundas
derivadas parciales de f con respecto a x, y existen y también se tiene la igualdad

∆f :=
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

= 0.

Lema 6.0.2. Toda función compleja f ∈ H(Ω) es una función armónica en Ω.

Demostración. Como f ∈ H(Ω) por el Teorema 5.3.1 f satisface las ecuaciones
de Cauchy-Schwartz luego ∂f

∂x + i∂f∂y = 0 y se tiene que

0 =

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
◦
(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
=
∂f2

∂x2
+
∂f2

∂y2

= ∆f.

Lema 6.0.3. (Propiedad de la media aritmética para funciones armónicas) [14].
Dada f una función armónica en D y sea z ∈ D entonces para todo 0 ≤ r < 1

f(z) =
1

2π

∫ π

−π
f(z + reit)dt.
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Como se mencionó anteriormente, la integral de Poisson presenta una herra-
mienta para representar todas las armónicas como una integral con Kernel de
Poisson, para esto se presentan las siguientes definiciones.

Definición 6.0.2. Dado 0 ≤ r < 1 el Kernel de Poisson Pr(t) : R → C es
la función definida por la serie geométrica convergente

Pr,θ(e
it) =

∞∑
n=−∞

r|n|ein(θ−t) (1)

para t un número real.

Lema 6.0.4. Dado z ∈ D, z = reiθ.

Pr,θ(e
it) = Re

[
eit + z

eit − z

]
(2)

=
1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2
(3)

Demostración.

Pr,θ(e
it) =

∞∑
−∞

r|n|ein(θ−t)

= 1 +

∞∑
1

rn(ein(θ−t) + e−in(θ−t))

observe que si w = ein(θ−t), w = e−in(θ−t) y w + w = 2Re(w), luego

Pr,θ(e
it) = Re

(
1 + 2

∞∑
1

rnein(θ−t)

)

= Re

[
1 + 2

∞∑
1

(ze−it)n

]

= Re

[
1 + 2

(
ze−it

1− ze−it

)]
= Re

[
eit + z

eit − z

]
Por otro lado,

Re

[
eit + z

eit − z

]
= Re

[
(eit + z)

(eit − z)

]
(e−it − z)
(e−it − z)

=
1− zz

1−Re(r[ei(θ−t) + e−i(θ−t)]) + zz

=
1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2
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Utilicemos (2) para probar que Pr,θ(e
it) > 0 para todo 0 ≤ r < 1, θ, t ∈ R

Pr,θ(e
it) =

1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2

≥ 1− r2

1 + 2r + r2

=
1− r
1 + r

> 0

Lema 6.0.5. Para todo θ, t ∈ R; 0 ≤ r < 1

1

2π

∫ π

−π
Pr,θ(e

it)dt = 1

Demostración. Para todo m ∈ N.∣∣∣∣∣
m∑
n=1

rn(ein(θ−t) + e−in(θ−t))

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
n=1

|rn(ein(θ−t) + e−in(θ−t))|

≤
m∑
n=1

2rn

≤ 2r

1− r

Entonces por el Teorema de Convergencia Dominada 5.2.1

1

2π

∫ π

−π
Pr,θ(e

it)dt =
1

2π

∫ π

−π
1 +

∞∑
n=1

rn(ein(θ−t) + e−in(θ−t))dt

= 1 +
1

2π

∞∑
n=1

rn
∫ π

−π
ein(θ−t) + e−in(θ−t)dt

= 1

lo anterior pues∫ π

−π
ein(θ−t) + e−in(θ−t)dt =

1

in

[
−ein(θ−π) + e−in(θ−π) + ein(θ+π) − e−in(θ+π)

]
=

1

in

[
einθ − e−inθ − einθ + e−inθ

]
= 0.

Definición 6.0.3. Sea f ∈ L1(S1), considere la aplicación f 7→ P [f ] de L1(S1)
en funciones armónicas sobre D dada por

P [f ](reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr,θ(e

it)f(eit)dt (4)

para reiθ ∈ D, P [f ] se denomina la integral de Poisson de f .
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Se puede verificar que si f ∈ L1(S1) entonces P [f ] es una función armónica
en el disco ya que por (2) si z = reiθ, 0 ≤ r < 1 y f es una función real

P [f ](reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Re

[
eit + z

eit − z

]
f(eit)dt

=
1

2π
Re

∫ π

−π

[
eit + z

eit − z

]
f(eit)dt

Si se toma dµ(t) = (eit+z)f(eit)dtmedida compleja finita y la función µ-medible
ϕ(t) = eit, la imagen de ϕ es S1 luego por el Lema 6.0.1

g(z) =

∫ π

−π

[
eit + z

eit − z

]
f(eit)dt

es anaĺıtica para todo z ∈ D y en particular su parte real también es anaĺıtica.
Por esto, se puede generalizar el resultado para funciones complejas. Es decir
que si f ∈ L1(S1) entonces P [f ] es una función anaĺıtica en D y por el lema
6.0.2 P [F ] es armónica en D.

Más aún, si f ∈ C(S1) y se define Fr(e
iθ) = P [f ](reiθ) entonces Fr → f

uniformemente cuando r → 1. Es decir ĺımr→1 ‖Fr − f‖∞ = 0. Para ver es-
to observe que si los polinomios trigonométricos se definen como funciones en
C(S1) dadas por g(x) =

∑N
n=−N ane

inx, con {an}Nn=−N ⊂ C, por el teorema de

Weierstrass como la familia {einx}n∈Z separa puntos y no se anula en ningún
valor entonces los polinomios trigonométricos son densos en C(S1). Luego toda
función f ∈ C(S1) es ĺımite uniforme de polinomios trigonométricos.

Teorema 6.0.1. [14, Pg. 234]. Sea f ∈ C(S1), se define H(f) en D por

H(f)(reiθ) =

{
P [f ](reiθ) si 0 ≤ r < 1

f(reiθ) si r = 1

entonces H(f) ∈ C(D)

Demostración. Si g es un polinomio trigonométrico, g(t) =
∑N
n=−N ane

int por
(1) se tiene que

P [g](reiθ) =
1

2π

N∑
n=−N

an

∫ π

−π

∞∑
m=−∞

r|m|eim(θ−t)eintdt (5)

=
1

2π

N∑
n=−N

an

∫ π

−π
r|n|ein(θ−t)eintdt (6)

=

N∑
n=−N

anr
|n|einθ (7)

observe que la igualdad en (6) es porque {eint}n∈Z es una familia ortonormal
completa en L2(S1).

=⇒ ĺım
r→1

P [g](reiθ) = g(θ)
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Entonces, H(g) ∈ C(D) para todo polinomio trigonométrico. Ahora, dada
f ∈ C(S1) por el teorema de Wierstrass existe una sucesión de polinomios
trigonométricos {gk}k∈N tal que gk → f uniformemente. Entonces, es suficiente
mostrar que H(f) es ĺımite uniforme de las funciones continuas H(gk). Para
esto observe que si h ∈ C(S1), θ ∈ R, 0 ≤ r < 1 por el lema 6.0.5

|P [h](reiθ)| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
Pr,θ(e

it)h(eit)dt

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫ π

−π

∣∣Pr,θ(eit)h(eit)
∣∣ dt

≤ ‖h‖S1

1

2π

∫ π

−π
Pr,θ(e

it)dt

= ‖h‖S1

Entonces ‖H(h)‖D ≤ ‖h‖S1 , en particular esto pasa para las funciones {gk− f}
k ∈ N luego

‖Hgk −Hf‖D = ‖H(gk − f)‖D ≤ ‖gk − f‖S1 → 0

Luego H(f) es ĺımite uniforme de funciones continuas, es decir H(f) ∈ C(D).

Observe que dada f ∈ C(S1), si se toma F = H(f) entonces F es la solución
al Problema de Dirichlet que se mencionó al principio. Más aún, se puede probar
que si f es una función compleja continua en D y armónica en D, entonces f es
la integral de Poisson de su restricción a S1.

Teorema 6.0.2. [14, Pg. 235]. Suponga que u es una función real continua en
D y armónica en D. Si z = reit, z ∈ D con 0 ≤ r < 1, t ∈ R entonces

u(z) =
1

2π

∫ π

−π
Pr,θ(e

it)u(eit)dt (8)

Demostración. Sea uS1 la restricción de u a S1 y u1 = H(uS1) como definida en
el Teorema 6.0.1. Entonces u1 es continua y por lo tanto también lo es h = u−u1.
Suponga por contradicción que existe z0 ∈ D tal que h(z0) > 0 y defina

g(z) = h(z) + h(z0) |z|2

g es continua en D y por construcción existe z1 ∈ D tal que g alcanza un
máximo local en el interior del disco pues g(z0) > h(z0) y g(z) = h(z0) en el

borde del disco. Por continuidad ∂2g
∂x2 ≤ 0 y ∂2g

∂y2 ≤ 0. Note que las derivadas
parciales existen pues h es armónica. Sin embargo, si se calcula el laplaciano de
g se tiene que

∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2
= 4h(z0) > 0.

lo que es una contradicción. Por esto, h = u − u1 ≤ 0 y de manera análoga se
tiene que u1 − u ≤ 0. Entonces u = u1 y u = 1

2π

∫ π
−π Pr,θ(e

it)u(eit)dt.

Se puede generalizar el resultado si f = u + iv es una función compleja
continua en D y armónica en D por la linealidad de la integral. Por último,
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es natural preguntar si se puede generalizar el resultado del Teorema 6.0.2 de
forma que cualquier función armónica en D se pueda representar como una
integral con kernel de Poisson. A continuación se muestra que de hecho existe
una biyección entre medidas de Borel complejas positivas en S1 y funciones
armónicas positivas en D de forma que toda función armónica es la integral de
Poisson con respecto a esa medida.

Definición 6.0.4. Dada µ una medida compleja en S1 se define la aplicación
µ 7→ P [dµ] tal que si z ∈ D, con z = reiθ entonces

P [dµ](z) =

∫
S1

Pr,θ(e
it)dµ(eit).

De igual forma se verifica que P [dµ] es armónica en D pues por el Teorema

6.0.4 P [dµ] es la parte real de la función armónica
∫
S1

eit+z
eit−zdµ(eit) luego P [dµ]

es una función armónica en D. Además, en este caso no es preciso abusar de la
notación y tomar la integral en S1 como la integral sobre la parametrización de
[−π, π) pues la medida µ puede tener puntos de masa en los extremos. Por esto
el cambio de notación. Con la notación introducida se tiene el siguiente teorema
de representación de funciones armónicas.

Teorema 6.0.3. [14, Pg. 247]. Sea f una función armónica en D y para 0 ≤
r < 1, se definen la funciones {fr}0≤r<1 en el toro por fr(e

iθ) = f(reiθ). Sea

sup
0≤r<1

‖fr‖Lp = M <∞ (9)

Si p = 1 existe una medida de Borel compleja µ en S1 tal que f = P [dµ].

Si 1 < p ≤ ∞ existe una única función f∗ ∈ Lp(S1) tal que f = P [f∗].

Demostración. Sea f una función armónica en D tal que

sup
0≤r<1

‖fr‖1 = M <∞ (10)

entonces {fr}0≤r<1 es una familia de funciones armónicas en D y continuas en
S1 pues f es armónica en D. Ahora se definen los funcionales lineales {Λr}0≤r<1

en C(S1) por

Λrg =

∫
S1

gfr dλ′

Entonces si 0 ≤ r < 1, ‖Λr‖ ≤M

|Λrg| =
∣∣∣∣∫
S1

gfr dλ′
∣∣∣∣

≤
∫
S1

|gfr| dλ′

≤ ‖g‖∞
∫
S1

|fr| dλ′

≤M‖g‖∞
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luego {Λr}0≤r<1 es una familia equicontinua en C(S1) y por el teorema de Ar-
selà-Ascoli (Teorema 5.1.4) existe una subsucesión de {Λ1− 1

n
}n∈N que converge

uniformemente a un funcional Λ : C(S1)→ C en los subconjuntos compacto de
C(S1) y ‖Λ‖ ≤ M . En particular existe una sucesión {rj}j∈N, 0 ≤ rj < 1 tal
que rj → 1 y Λrj → Λ puntualmente pues los puntos son compactos en C(S1).
Por el Teorema de Tepresentación de Riesz (Teorema 5.2.2) existe una medida
de Borel compleja µ tal que dado g ∈ C(S1)

Λg = ĺım
rj→1

Λrjg

= ĺım
rj→1

∫
S1

gfrjdλ
′

=

∫
S1

gdµ

En particular, sea z = keiθ ∈ D entonces g(z) = Pk(θ − t) ∈ C(S1) pues es
anaĺıtica entonces

ĺım
rj→1

∫
S1

Pk,θ(e
it)frj (e

it)dλ′(t) =

∫
S1

Pk,θ(e
it)dµ(t) (11)

Por otro lado, como {fr} son armónicas en D y continuas en S1 por el Teorema
6.0.2 estas se pueden escribir por la integral de Poisson en D de forma que

fr(e
it) =

∫
S1

Pk,θ(e
it)fr(e

it) dλ′(t) (12)

comparando las ecuaciones (10) y (11)

f(z) = ĺım
rj→1

frj (z)

=

∫
S1

Pk,θ(e
it) dµ(t)

= P [dµ](z)

Por otro lado, si 1 < p ≤ ∞ los funcionales Λr se definen de manera análoga
ahora en Lq(S1) donde q es el exponente conjugado de 1 < p <∞ o q = 1 para
p =∞. Dado g ∈ Lq(S1) entonces por Hölder

|Λrg| =
∣∣∣∣∫
S1

gfr dλ′(t)

∣∣∣∣
≤
∫
S1

|gfr| dλ′(t)

≤ ‖fr‖p‖fr‖q
= M‖g‖q

de igual forma {Λr} es una familia de funciones equicontinuas en Lq(S1) que
es separable luego existen Λ : Lq(S1) → C un funcional lineal con ‖Λ‖1 = M
y {rj}j∈N tal que rj → 1 y Λrj → Λ puntualmente. Entonces como Λ es un
funcional lineal en Lq(S1) existe f∗ ∈ Lp(S1) tal que si g ∈ Lq(S1)

Γg(z) =

∫
S1

gf∗
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de manera análoga a la prueba anterior, si se fija z = keiθ ∈ D y se pone
g(z) = Pk,θ(e

it), en particular g ∈ Lq(T ) luego como f es armónica

f(z) = ĺım
rj→1

frj (z) = ĺım
rj→1

∫
S1

Pk,θ(e
it))frj (e

it) dλ′(t)

=

∫
S1

Pk,θ(e
it)f∗(eit)dλ′(t)

= P [f∗](z)

Corolario 6.0.1. Para toda función armónica positiva f en D vale (9) luego f
es la integral de Poisson de una medida de Borel µ que resulta ser positiva en
S1.

Demostración. Si f es una función armónica positiva entonces

‖fr‖1 =

∫
S1

|f(reit)| dλ′(t)

=

∫
S1

f(reit) dλ′(t)

= fr(0) = f(0)

lo anterior por la Propiedad de la Media Aritmética de las funciones armónicas
6.0.3 luego vale (9) y por el teorema 6.0.3 se tiene que f(z) = P [dµ](z). Además
µ ≥ 0 pues los funcionales Λr que se construyen en la demostración son definidos
positivos luego el ĺımite es positivo.
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7. Espacios de Hardy

Los anteriores preliminares de análisis complejo y teoŕıa de operadores no
tienen una relación clara con el problema del subespacio invariante. En este
caṕıtulo se introducen los espacios de Hardy que son subespacios de funciones
holomorfas en el disco abierto de C. Se discutirán las primeras aplicaciones de
los preliminares al problema de este trabajo.

En concreto los espacios de Hardy Hp(D) para 1 ≤ p ≤ ∞ son espacios de
Banach que se pueden considerar como subespacios de los espacios Lp(S1) tra-
dicionales. Con la ventaja de que para los espacios Hp(D) se conoce mejor su
estructura y se pueden aplicar técnicas de análisis complejo y análisis armónico.
En este caṕıtulo se muestra que H2(D) es isométricamente isomorfo al subespa-
cio de sucesiones complejas `2 y con esto se caracterizan todos los subespacios
invariantes del operador de corrimiento a la derecha (right shift) en `2 dado por
(x1, x2, · · · , xn, · · · ) 7→ (0, x1, x2, · · · , xn, · · · ). Este resultado se obtiene a partir
de teoremas de factorización para las funciones en H2(D).

Definición 7.0.1. Para f ∈ H(D) y 0 ≤ r < 1 se tiene la siguiente notación

fr(e
iθ) = f(reiθ), (1)

fr ∈ C(S1). Sean 0 < p <∞ y

‖fr‖p =

[
1

2π

∫ π

−π
|fr|pdt

] 1
p

‖fr‖∞ = máx
θ
|fr(eiθ)|

Para 0 < p ≤ ∞ se define Hp(D) ⊆ H(D) el conjunto de funciones holomorfas
en el disco para las cuales

sup
0≤r<1

‖fr‖p <∞

En cuyo caso dada f ∈ Hp(D), ‖f‖p = sup0≤r<1 ‖fr‖p.

Por otro lado se define N , la clase de Nevanlinna como el conjunto de

funciones f ∈ H(D) tal que e
∫
S1 ln+ |fr|dλ′ < ∞ donde ln+ t = ln t si t > 1 y

cero de lo contrario para t ∈ R.

En primer lugar, es importante observar algunas propiedades de estos espa-
cios. Para 0 < p < q < ∞ se tiene que H∞ ⊆ Hq ⊆ Hp ⊆ N pues si p < q,
q
p > 1 y por la desigualdad de Hölder se tiene∫

S1

|fr|pdλ′ ≤
(∫

S1

|fr|qdλ′
) p
q (
λ′(S1)

) p
p−q

=

(∫
S1

|fr|qdλ′
) p
q
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Entonces ‖fr‖p ≤ ‖fr‖q luego si p < q Hq ⊆ Hp. Además∫
S1

|fr|pdλ′ ≤ ‖fr‖p∞

luego H∞ ⊆ Hp. Por último si p > 0, y M = {λ ∈ S1 : |fr(λ)| ≥ 1} entonces
usando la desigualdad de Jensen para la función convexa ex:(

e
∫
S1 ln+ |fr|dλ′

)p
= e

∫
S1 ln+ |fr|pdλ′

= e
∫
M

ln |fr|pdλ′

≤
∫
M

|fr|pdλ′

≤
∫
S1

|fr|pdλ′

de donde se tiene la última inclusión Hp(D) ⊆ N , para todo 0 < p ≤ ∞. Este
resultado indica que todo espacio de Hardy pertenece a la clase de Nevanlinna.
La propiedad de Nevanlinna permitirá caracterizar el conjunto de ceros de una
función lo cual será necesario para presentar los teoremas de factorización de
los espacios de Hardy.

Finalmente veamos que si 1 ≤ p ≤ ∞, Hp(D) es un espacio de Banach.
Para ello hay que notar que en particular para 1 ≤ p ≤ ∞ se tiene que
‖f‖p = ĺımr→1 ‖fr‖p. Para 0 < p < 1 los espacios de Hardy Hp(D) aún son
espacios vectoriales.

Lema 7.0.1. [14, Pg. 337] Sea 1 ≤ p ≤ ∞ y f ∈ Hp(D) con 0 ≤ r < 1 entonces

‖f‖p = ĺım
r→1
‖fr‖p.

Demostración. Basta probar que ‖fr‖p es monótona creciente con respecto a r.

Caso 0 ≤ p <∞. Sean 0 ≤ r1 < r2 < 1 y considere una función real
continua h definida en Br2(0) que coincida con |f |p en el borde de este
disco y sea armónica en el interior (note que la existencia de esta función
se tiene por la integral de Poisson pues |f |p restringida al disco de radio
r2 es continua). Observe que es suficiente ver que para todo z ∈ Br2(0),
|f(z)|p ≤ h(z) pues por la propidad de la media aritmética de la función
armónica h se tiene que

1

2π

∫ π

−π
|fr1(eit)|pdt =

1

2π

∫ π

−π
|f(r1e

it)|pdt

≤ 1

2π

∫ π

−π
h(r1e

it)dt

= h(0)

=
1

2π

∫ π

−π
h(r2e

it)dt

=
1

2π

∫ π

−π
|f(r2e

it)|pdt =
1

2π

∫ π

−π
|fr2(eit)|pdt
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Veamos entonces que para todo z ∈ Br2(0), |f(z)|p ≤ h(z). Sea f1 =
|f |p − h, como Br2(0) es compacto y f1 es continua esta alcanza su valor
máximo m ah́ı. Suponga por contradicción que existe z ∈ Br2(0) tal que
f1(z) > 0 luego m > 0 y defina M := {z ∈ Br2(0) : f1(z) = m} entonces
M es un compacto no vaćıo contenido en el interior de la bola de radio r2.
En particular M es acotado luego existe r > 0 tal que para todo z ∈ M
|z| ≤ r. Además como M es cerrado existen z0 ∈ M punto ĺımite de M y
ε > |z0| − r tales que Bε(z0) ⊂ Br2(0) y por la escogencia de ε, ∂Bε(z0)
interseca Br2(0) \M en un conjunto de medida positiva pues toda una
parte del arco cae por fuera de M. Entonces

f1(z0) = m >

∫
S1

f1(z0 + reit)dλ′(t)

pues el conjunto de valores z0 +reit para t ∈ [−π, π) que no pertenece a M
tiene medida positiva y toma valores estrictamente menores a m. Pero esto
es una contradicción pues como p ≥ 1, |x|p es convexa y por la propiedad
de la media aritmética de las funciones armónicas f y h en z0:∫
S1

f1(z0 + reit)dλ′(t) =

∫
S1

|f(z0 + reit)|pdλ′(t)−
∫
S1

h(z0 + reit)dλ′(t)

≥
∣∣∣∣∫
S1

f(z0 + reit)dλ′(t)

∣∣∣∣p − ∫
S1

h(z0 + reit)dλ′(t)

= |f(z0)|p − h(z0)

= f1(z0)

= m

Podemos concluir, si r1 ≤ r2, ‖fr1‖p ≤ ‖fr2‖p.

Caso p =∞. Por el principio de módulo máximo (teorema 5.3.6) f res-
tringida al disco cerrado de radio r toma su máximo en el borde. Para ver
esto sea mr = máx|z|≤r |f(z)| y defina M = {z : |z| ≤ r ∧ |f(z)| = mr}.
M es un cerrado en un compacto entonces es compacto. Si se supone por
contradicción que M ⊂ Br(0) y z0 ∈M es un punto ĺımite de M entonces
existe ε > 0 tal que Bε(z0) ⊆ Br(0). Por el Principio de Módulo Máximo
f es constante en Bε(z0) lo que es una contradicción pues z0 se tomó como
punto ĺımite de M. Por esto f restringida al disco cerrado de radio r toma
su máximo en el borde. Es decir que para r1 ≤ r2, ‖fr1‖∞ ≤ ‖fr2‖∞.

Finalmente se tiene que para 1 ≤ p ≤ ∞ y f ∈ Hp(D) entonces ‖fr‖p es
creciente con respecto a r para 0 ≤ r < 1 luego ‖f‖p = ĺımr→1 ‖fr‖p.

Teorema 7.0.1. [14, Pg. 338].Sea 1 ≤ p ≤ ∞ entonces Hp(D) es un espacio
de Banach.

Demostración. Primero verificamos que Hp(D) es un espacio vectorial normado.
La desigualdad triangular se obtiene de la desigualdad de Minkowski:

ĺım
r→1
‖(f + g)r‖p ≤ ĺım

r→1
[‖fr‖p + ‖gr‖p]

= ‖f‖p + ‖g‖p
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Además, dada {fn} una sucesión de Cauchy en Hp(D), por la fórmula de Cauchy
(Teorema 5.3.2) si |z| ≤ r < R entonces

|fn(z)− fm(z)| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
R

fn(ξ)− fm(ξ)

ξ − z
dξ

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫
R

∣∣∣∣fn(ξ)− fm(ξ)

ξ − z

∣∣∣∣ d|ξ|
≤ 1

2π

1

(R− r)

∫
R

|fn(ξ)− fm(ξ)| d|ξ|

Por esto,

(R− r)|fn(z)− fm(z)| ≤ 1

2π

∫ π

−π

∣∣fn(Reit)− fm(Reit)
∣∣ dt

= ‖(fn − fm)R‖1
≤ ‖(fn − fm)R‖p
≤ ‖fn − fm‖p

Luego para todo z ∈ D, {fn(z)}n∈N es una sucesión de Cauchy en C luego
fn(z) → f(z) puntualmente en el disco. Ahora si 0 ≤ r < 1 entonces {fn}
converge uniformamente a f en el disco cerrado radio r. Para ver que f ∈ H(D)
observe que dada una curva cerrada γ ⊂ D entonces existe 0 < r < 1 tal que
γ ⊂ Br(0) luego como {fn} ⊂ H(D) se tiene que

∫
γ
fn(z)d(z) = 0 y por el

teorema de convergencia dominada∫
γ

f(z)d(z) =

∫
γ

ĺım
n→∞

fn(z)d(z)

= ĺım
n→∞

∫
γ

fn(z)d(z)

= 0

Entonces por el teorema de Morera (teorema 5.3.3) f ∈ H(Ω). Además dado
ε > 0 existe n ∈ N tal que si m ≥ n, ‖fn − fm‖p < ε luego para todo r con
0 ≤ r < 1

‖(f − fm)r‖p = ĺım
n→∞

‖(fn − fm)r‖p ≤ ε

Es decir que ĺımm→∞ ‖f − fm‖p = 0. Por esto si 1 ≤ p ≤ ∞, Hp(D) es un
espacio de Banach.
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7.1. El conjunto de ceros de funciones en Hp(D)

Se quiere mostrar que dada una sucesión {αn}∞n=1 con αn 6= 0 es condición
necesaria y sucifiente para que {αn}∞n=1 sea el conjunto de ceros de una función
f ∈ N que

∑
(1 − |αn|) < ∞. Observe que si f ∈ Hp(D) para 0 < p ≤ ∞

entonces f ∈ N , la clase de Nevanlinna introducida en el caṕıtulo anterior. Por
lo tanto este resultado caracteriza el conjunto Z(f) para todo f ∈ Hp(D).

En concreto, para ver que la condición
∑

(1− |αn|) <∞ es suficiente se define
una función B como lo que se conoce por producto de Blaschke de la sucesión
{αn}∞n=1. Además veremos que los productos de Blaschke son elementos del es-
pacio de Hardy H∞(D) para los cuales Z(B) es {αn}∞n=1 con a lo sumo otro
cero en el origen.

Definición 7.1.1. Sea {αn}∞n=1 una sucesión en D para la cual αn 6= 0 y

∞∑
n=1

(1− |αn|) <∞

Entonces para k ∈ N se define la función

B(z) = zk
∞∏
n=1

αn − z
1− αnz

|αn|
αn

Una función B dada por esa expresión es un producto de Blaschke.

Para ver que B no tiene más ceros que en los puntos αn de la sucesión y
posiblemente en el origen un cero de orden k es necesario el siguiente lema

Lema 7.1.1. [14, Pg. 299]. Sea {un(z)}∞n=1 una sucesión de funciones comple-
jas acotadas D tal que

∑∞
n=1 |un(z)| converge uniformemente en D. Entonces el

producto f(z) =
∏∞
n=1(1 + un(z)) converge uniformemente en D y f(z0) = 0 si

y solamente si un(z0) = −1 para algún n.

Demostración. Sea pN el n-ésimo término del producto, veamos que {pN} es
una sucesión de Cauchy con respecto a la convergencia uniforme en D. Como
cada |un(z)| está acotada en D y

∑∞
n=1 |un(z)| converge uniformemente en D

existe una constante C tal que
∑∞
n=1 |un(z)| < C para todo z ∈ D. Además si

x ≥ 0, 1 + x ≤ ex entonces
∏N
n=1(1 + |un(z)|) ≤ e

∑N
n=1 |un(z)| y se tiene para

todo N que

|pN (z)| =

∣∣∣∣∣
N∏
n=1

(1 + un(z))

∣∣∣∣∣ ≤
N∏
n=1

(1 + |un(z)|) ≤ e
∑N
n=1 |un(z)| ≤ eC

si z ∈ D. Además sea N0 tal que si M ≥ N0,
∑∞
n=M |un(z)| < ε para todo

z ∈ D entonces si M ≥ N ≥ N0

|pN − pM | =

∣∣∣∣∣pN
[

M∏
n=N+1

(1 + un)− 1

]∣∣∣∣∣
≤ |pN |(e

∑M
n=N+1 |un(z)| − 1)

≤ eC(eε − 1)
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Como (eε − 1) → 0 si ε → 0, {pN} converge uniformemente en D. Además
observe que f(z) = 0 si |un(z)| = 1 lo cual no puede pasar recurrentemente
para que

∑
|un(z)| sea convergente. Más aún a partir de la desigualdad anterior

se tiene que si M ≥ N0 entonces

|pN0 − pM | ≤ |pN0 |(eε − 1)

y por lo tanto |pM | ≥ |pN0
|(2− eε). En particular se tiene que

|f(z)| ≥ |pN0
(z)|(2− eε)

Entonces si f(z) = 0, pN0(z) = 0 y existe un tal que un(z) − 1 = 0. También
es claro que si pN0(z) = 0 entonces f(z) = 0 luego f(z0) = 0 si y solamente si
un(z0) = −1 para algún n.

Observe que la convergencia no depende del orden de la sucesión {un(z)} es
decir que bajo las hipótesis del teorema para cualquier reordenamiento o per-
mutación σ, f(z) =

∏
(1+uσ(n)(z)) converge uniformemente en D. Esto se sigue

por hipótesis pues la serie de funciones converge absolutamente.

Sea {αn}n≥1 una sucesión en D tal que
∑∞
n=1(1 − |αn|) < ∞ entonces por

el lema anterior tomemos

1 + un(z) =
αn − z
1− αnz

|αn|
αn

Veamos que
∑∞
n=1 |un(z)| converge uniformemente. Sea z ∈ D con |z| ≤ r < 1

|un(z)| =
∣∣∣∣1− αn − z

1− αnz
|αn|
αn

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣αn − |αn|2z − αn|αn|+ z|αn|
(1− αnz)αn

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣z|αn|(1− |αn|) + αn(1− |αn|)
(1− αnz)αn

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ z|αn|+ αn
(1− αnz)αn

∣∣∣∣ (1− |αn|)
lo anterior se puede acotar pues

|z|αn|+ αn| ≤ |αn|(1 + |z|)
≤ |αn|(1 + r)

∣∣αn − |αn|2z∣∣ ≥ |αn|(1− |αn|z)
≥ |αn|(1− r)

Entonces si |z| ≤ r

|un(z)| ≤ 1 + r

1− r
(1− |αn|)
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Por la hipótesis se puede concluir que
∑∞
n=1 |un(z)| ≤ 1+r

1−r
∑∞
n=1(1−|αn|) <∞.

Entonces
∑∞
n=1 |un(z)| converge uniformemente y por el lema 7.1.1 el producto

de Blaschke es ĺımite uniforme de funciones holomorfas en el disco, entonces
B(z) ∈ H(D) cuyos ceros corresponden exactamente a la sucesión {αn}∞n=1 y
en el origen un cero de orden k.

Por último veamos que para todo z ∈ D, |B(z)| < 1 luego B ∈ H∞. Es su-
ficiente notar que para todo n ∈ N, | αn−z1−αnz | < 1. Escriba αn = rne

iθn , z = reiθ

y observe que como (1− r2) > 0

r2
n < 1 =⇒ r2

n(1− r2) < (1− r2)

=⇒ r2 + r2
n < r2r2

n + 1

Entonces,

r2 sin2(θ − θn) + (rn − r cos(θ − θn))2 = r2 + r2
n − 2rrn cos(θ − θn)

< r2r2
n + 1− 2rrn cos(θ − θn)

= r2r2
n sin2(θ − θn) + (1− rrn cos(θ − θn))2

Finalmente al calcular | αn−z1−αnz | se tiene∣∣∣∣ αn − z1− αnz

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣ rneiθn − reiθ1− rrnei(θ−θn)

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣ rn − rei(θ−θn)

1− rrnei(θ−θn)

∣∣∣∣2
=

r2 sin2(θ − θn) + (rn − r cos(θ − θn))2

r2r2
n sin2(θ − θn) + (1− rrn cos(θ − θn))2

< 1

Por esto se puede concluir que para todo z ∈ D, |B(z)| < 1 luego B ∈ H∞.

Ahora veamos que dada f ∈ N y {αn}n∈N una enumeración de los ceros
de f entonces necesariamente

∑∞
n=1(1 − |αn|) < ∞. Para esto es necesario

caracterizar los ceros de las funciones de la clase de Nevanlinna N. En concreto,
veamos que los ceros de las funciones en N satisfacen la siguiente fórmula de
Jensen. Esta fórmula motiva la caracterización de la clase N. Queremos probar
que dada f ∈ D y 0 < r < 1 entonces si α1, . . . , αN son los ceros de f en el
disco cerrado de radio r y enlistados en orden para todas sus multiplicidades
entonces

|f(0)|
N∏
n=1

r

|αn|
= e

1
2π

∫ π
−π ln |fr(eiθ)|dθ.

Recuerde que como f ∈ H(D) entonces el conjunto Z(f) no tiene puntos ĺımites
en D, por esto f sólo puede tener finitos ceros en un disco cerrado de radio
0 < r < 1. Para ver que vale la fórmula de Jensen se tiene el siguiente lema.

Lema 7.1.2. [14, Pg. 305]. 1
2π

∫ 2π

0
ln |1− eit|dt = 0
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Demostración. Sea Ω = {z ∈ C : Re(z) < 1} que es una región conexa del plano
complejo. sea h la función definida en Ω por eh(z) = 1− zy h(0) = 0. La función
h es holomorfa en Ω y se tiene que Re [h(z)] = ln |1− z| pues

|1− z| =
∣∣∣eh(z)

∣∣∣
=
∣∣∣eRe[h(z)]

∣∣∣ ∣∣∣eiIm[h(z)]
∣∣∣

= eRe[h(z)]

Sea 0 < δ < 2π y Γ(t) = eit para δ ≤ t ≤ 2π− δ. Entonces Γ es la curva de eiδ a
e−iδ por el ćırculo unitario. Considere el cambio de variables z = eit, dz = ieitdt
entonces

1

2π

∫ 2π−δ

δ

ln |1− eit|dt = Re

[
1

2π

∫ 2π−δ

δ

h(eit)dt

]

= Re

[
1

2πi

∫
Γ

h(z)
dz

z

]

Más aún, sea γ(t) = 1 + reit el arco orientado positivo del ćırculo centrado en
1 con radio r = |1− eiδ| tal que eiδ ≤ 1 + reit ≤ e−iδ. Entonces por el Teorema
de Cauchy 5.3.2

0 = h(0) =

[
1

2πi

∫
Γ

h(z)
dz

z
− 1

2πi

∫
γ

h(z)
dz

z

]
luego

1

2π

∫ 2π−δ

δ

ln |1− eit|dt = Re

[
1

2πi

∫
γ

h(z)
dz

z

]
Por otro lado observe que |Im [h(z)] | < π

2 pues Re[eh(z)] = Re[1− z] ≥ 0 en Ω

luego cos(Im [h(z)]) = Re[eiIm[h(z)]] ≥ 0 en Ω. Además como h(z) es anaĺıtica
en Ω la imagen es conexa luego se puede suponer sin pérdida de generalidad que

|Im [h(z)] | < π

2
. (1)

Entonces, dado z ∈ γ y para δ suficientemente pequeño |z| ≥ C para una
constante que no depende de δ y también 2− 2 cos(δ) < δ2 luego

|1− z| = |1− eiδ| =
√

(1− cos(δ))2 + sen2(δ) =
√

2− 2 cos(δ) < δ

Por lo anterior para z ∈ γ

|h(z)|
|z|

=
|Re [h(z)]) + Im [h(z)] |

|z|

=
|ln|1− z|+ Im [h(z)] |

|z|

≤ 1

C

[
ln (δ) +

π

2

]
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Entonces, ∣∣∣∣ 1

2πi

∫
γ

h(z)
dz

z

∣∣∣∣ ≤ 1

2πC

[
ln (δ) +

π

2

] ∫
γ

|dz|

≤ δ

2C

[
ln (δ) +

π

2

]
La última integral es la longitud del arco γ que es menor a πδ y se tiene que
δ

2C

[
ln (δ) + π

2

]
→ 0 cuando δ → 0. Entonces tomando ĺımδ→0 se tiene que

1

2π

∫ 2π

0

ln |1− eit|dt = 0

Teorema 7.1.1. (Fórmula de Jensen) [14, Pg. 306]. Sea f una función holo-
morfa en el disco de radio R centrado en cero y f(0) 6= 0. Sea 0 < r < R y
α1, . . . , αN los ceros de f en Br(0) enlistados en orden para todas sus multipli-
cidades. Entonces

|f(0)|
N∏
n=1

r

|αn|
= e

1
2π

∫ π
−π ln |fr(eiθ)|dθ

Demostración. Considere α1 . . . , αN ordenados de forma que α1, . . . , αm ∈ Br(0)
y |am+1| = · · · = |αN | = r y defina

g(z) = f(z)

m∏
n=1

r2 − αnz
r(αn − z)

N∏
n=m+1

αn
αn − z

Existe ε > 0 tal que el disco de radio r+ ε no contiene más ceros de f . Por esto
g es holomorfa en el disco de radio r + ε alrededor de cero denotado por Br+ε
y g no tiene ceros alĺı luego existe una función holomorfa h ∈ H(Br+ε) tal que
eh(z) = g(z). Por lo tanto |g(z)| = eRe[h(z)] es holomorfa en Br+ε y se tiene que
ln |g(z)| ∈ H(Br+ε). De ah́ı que

ln |g(0)| = 1

2π

∫ π

−π
ln |g(reiθ)|dθ

También se tiene de la definición de g y como f(0) 6= 0 que

|g(0)| = |f(0)|
m∏
n=1

r

|αn|
= |f(0)|

N∏
n=1

r

|αn|

luego es suficiente ver que 1
2π

∫ π
−π ln |g(reiθ)|dθ = 1

2π

∫ π
−π ln |f(reiθ)|dθ. Para esto

se observa que si z = reiθ y αn = rne
iθn para n = 1, . . . , N entonces

m∏
n=1

∣∣∣∣ r2 − αnz
r(αn − z)

∣∣∣∣ =

m∏
n=1

∣∣∣∣r − rnei(θ−θn)

rneiθn − reiθ

∣∣∣∣ =

m∏
n=1

∣∣∣∣r − rnei(θ−θn)

rn − rei(θ−θn)

∣∣∣∣ = 1

y también

N∏
n=m+1

∣∣∣∣ αn
αn − z

∣∣∣∣ =

N∏
n=m+1

∣∣∣∣ reiθn

reiθn − reiθ

∣∣∣∣ =

N∏
n=m+1

1

|1− ei(θ−θn)|
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Por otro lado,

ln |g(reiθ)| = ln

∣∣∣∣∣f(reiθ)

N∏
n=m+1

1

1− rei(θ−θn)

∣∣∣∣∣
= ln |f(reiθ)| −

N∑
n=m+1

ln |1− ei(θ− θn)|

Por el lema 7.1.2 se tiene que 1
2π

∫ π
−π ln |1− ei(θ−θn)|dθ = 0 luego

|f(0)|
N∏
n=1

r

|αn|
= |g(0)| = e

1
2π

∫ π
−π ln |gr(eiθ)|dθ = e

1
2π

∫ π
−π ln |fr(eiθ)|dθ

Teorema 7.1.2. [14, Pg. 310]. Dada f ∈ N y f 6≡ 0 sea {αn}n∈N una sucesión
de ceros de f enlistados en orden para todas sus multiplicidades entonces

∞∑
n=1

(1− |αn|) <∞

Demostración. Suponga sin pérdida de generalidad que f tiene infinitos ceros.
Si f tiene un cero de orden k en el origen tome g = z−kf entonces g ∈ H(D) y
g(0) 6= 0 luego por la Fórmula de Jensen 7.1.1 para 0 < r < 1 si α1, . . . , αn(r)

son los ceros de f que no están en el origen y están en Br(0) entonces

|g(0)|
n(r)∏
n=1

1

|αn|
= e

r
2π

∫ π
−π ln |e−ikθfr(eiθ)|dθ

= e
1
2π

∫ π
−π ln |fr(eiθ)|dθ

≤ e
1
2π

∫ π
−π ln+ |f(reiθ)|dθ

En particular para todo k < n(r)

|g(0)|
k∏

n=1

r

|αn|
≤ e

1
2π

∫ π
−π ln+ |f(reiθ)|dθ

Observe que como f ∈ N y f 6≡ 0 entonces existe 0 < C < ∞ tal que

e
1
2π

∫ π
−π ln+ |f(reiθ)|dθ ≤ C para todo 0 < r < 1. Luego para todo k ∈ N

0 < |g(0)|C−1 ≤
k∏

n=1

|αn|

Además como f ∈ H(D) y |αn| < 1 para todo n ∈ N, 0 <
∏∞
n=1 |αn| < 1.

Suponga por contradicción que
∑∞
n=1(1 − |αn|) es infinito. Como para todo

x ∈ R se tiene (1− x) ≤ e−x entonces para k ∈ N

∞∏
n=1

|αn| ≤
k∏

n=1

|αn| ≤ e
∑k
n=1 (|αn|−1)
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Tomando el ĺımite cuando k va a infinito se tiene que lo de la derecha va a cero
luego

∞∏
n=1

|αn| ≤ e
∑∞
n (|αn|−1) = 0

lo que es una contradicción pues
∏∞ |αn| > 0 luego

∑∞
n=1(1− |αn|) <∞.
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7.2. Subespacios Invariantes del operador Shift en `2

Los teoremas anteriores se presentaron como una introducción a la teoŕıa
de los espacios de Hardy. Como se comentó anteriormente el propósito de este
caṕıtulo es caracterizar todos los subespacios invariantes del operador de corri-
miento a derecha de `2 identificando el espacio H2(D) con `2. Entonces, se va
a considerar el siguiente isomorfismo isométrico. Dado f ∈ H(D),

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

entonces {an}n∈N ∈ `2 si y solamente si f ∈ H2(D) pues por la identidad de
Parseval.

∞∑
n=0

|an|2 = ĺım
r→1

∞∑
n=0

|an|2r2n

= ĺım
r→1

∫
S1

|fr|2

= ĺım
r→1

(‖fr‖2)
2

= (‖f‖2)
2
.

Definido de esta forma, el operador de corrimiento a derecha de `2 corres-
ponde con el operador S : f(z) 7→ zf(z) en H2(D). A continuación se presentan
resultados para demostrar el Teorema de factorización de Beurling según el cual
para todo 1 ≤ p ≤ ∞ y f ∈ Hp(D), f se puede escribir como el producto de
una Inner function y una Outer function. Con esta notación, Beurling también
probó que todos los subespacios invariantes del operador S en H2(D) son de
la forma ϕH2(D) = {ϕh : h ∈ H2(D)} donde ϕ es una Inner function. Para
entender las Inner functions es preciso ver que estas son una generalización de
las funciones B de productos de Blaschke las cuales se discuten a continuación.

Lema 7.2.1. [14, Pg. 338] Sean 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Hp(D) y B el producto
de Blaschke formado por los ceros de f . Si se denota por g = f

B entonces
‖g‖p = ‖f‖p.

Demostración. Sean {αn}n∈N una enumeración de los ceros de f enlistados con
todas sus multiplicidades y k la posible multiplicidad del cero del origen. Se
define

Bn(z) = zk
n∏

m=1

αm − z
1− αmz

|αm|
αm

Entonces Bn → B uniformemente si n → ∞ por el teorema 7.1.1. Además si
αm = rme

iθm se tiene que

ĺım
r→1
|Bn(reiθ)| = ĺım

r →1

∣∣∣∣∣rekiθ
n∏

m=1

rme
iθm − reiθ

1− reiθrme−iθm
|αm|
αm

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∏

m=1

rm − ei(θ−θm)

1− rmei(θ−θm)

∣∣∣∣∣ = 1
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Por esto para n fijo se tiene que ‖gn‖p = ‖f‖p. Además se tiene que |gn| → |g|
es una sucesión monótona creciente en n entonces

‖g‖p = ĺım
n→∞

‖gn‖p = ‖f‖p

Teorema 7.2.1. (Teorema de Fatou) [14, Pg. 340]. Fije 1 ≤ p ≤ ∞. Sea f una
función armónica en D tal que

sup
0≤r<1

‖fr‖Lp <∞

entonces,
ĺım
r→1

fr(e
iθ) = f∗(eiθ)

existe casi siempre.

Demostración.

Caso p = 1. Sea f en una función armónica en D tal que se cumple (9) del
Teorema 6.0.3 entonces existe una medida de Borel compleja µ en S1 tal
que f = P [dµ]. Sean eiθ ∈ S1 fijo e Ik(eiθ) arcos centrados en eiθ de radio

k. Se denota por Dµ(eiθ) = ĺım sups→0
µ(Is)

2s y Dµ(eiθ) = ĺım infs→0
µ(Is)

2s .
Por el Teorema de Radon-Nikodym

Dµ(eiθ) ≤ ĺım inf
r→1

P [dµ](reiθ) ≤ ĺım sup
r→1

P [dµ](reiθ) ≤ Dµ(eiθ)

en cuyo caso por Radon-Nikodym se tiene que casi seguro ĺımr→1 P [dµ](reiθ) =
Dµ(eiθ) existe. Tome A una constante tal que Dµ(eiθ) < A. Por hipótesis
existe δ > 0 tal que para todo 0 < s < δ

µ(Is(e
iθ)) < 2sA

Por lo tanto,

P [dµ](reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
Pr,θ(e

it)dµ(t)

=
1

2π

∫ θ+π

θ−π
Pr,θ(e

it)dµ(t)

=
1

2π

∫ θ−δ

θ+δ

Pr,θ(e
it)dµ(t) +

1

2π

∫ θ+δ

θ−δ
Pr,θ(e

it)dµ(t)

Se necesita acotar cada integral. En primer lugar observe que si |θ− t| < δ

entonces 0 ≤ Preiθ (e
it) = 1−r2

1−2r cos(θ−t)+r2 ≤
1−r2

1−2r cos(δ)+r2 = Pr(e
iδ). Por

lo tanto

1

2π

∫ θ−δ

θ+δ

Pr,θ(e
it)dµ(t) ≤ 1

2π
Pr(e

iδ)|µ|(S1)
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Para acotar la segunda integral considere el triángulo en el plano dado por
{(s, t) : 0 ≤ s ≤ δ, θ−s ≤ t ≤ θ+s}. Observe que Pr(e

i(θ−t)) = Pr(e
i(t−θ)),

entonces por Teorema fundamental del Cálculo∫ θ+δ

θ−δ
[Pr(e

iδ)− Pr(ei(θ−t))]dµ(t) =

∫ θ+δ

θ−δ

∫ δ

|θ−t|
P ′r(e

is)dsdµ(t)

Además, si P ′r(e
is) denota la derivada de la función con respecto a s,

aplicando el Teorema de Fubini∫ θ+δ

θ−δ
[Pr(e

iδ)− Pr(ei(θ−t))]dµ(t) =

∫ δ

0

∫ θ+s

θ−s
P ′r(e

is)dµ(t)ds

=

∫ δ

0

P ′r(e
is)µ(Is(e

iθ))ds

Entonces, despejando de la igualdad anterior se tiene que∫ θ+δ

θ−δ
Pr,θ(e

it)dµ(t) =

∫ θ+δ

θ−δ
Pr(e

i(θ−t))dµ(t)

=

∫ θ+δ

θ−δ
Pr(e

iδ)dµ(t)−
∫ δ

0

P ′r(e
is)µ(Is(e

iθ))ds

= Pr(e
iδ)µ(Iδ(e

iθ)) +

∫ δ

0

[−P ′r(eis)]µ(Is(e
iθ))ds

Observe que Pr(e
is) = 1−r2

1−2r cos(s)+r2 luego P ′r(e
is) = − sin(s)(1−r2)

(1−2r cos(s)+r2)2 que

toma valores negativos para s entre 0 y π. Tome sin pérdida de generalidad
δ < π entonces [−P ′r(eis)]µ(Is(e

iθ)) > 0 y de la definición de A como
µ(Is(e

iθ)) < 2sA se iene que∫ θ+δ

θ−δ
Pr,θ(e

it)dµ(t) < Pr(e
iδ)µ(Iδ(e

iθ))− 2A

∫ δ

0

sP ′r(e
is)ds

< 2A

[
sPr(e

iδ)−
∫ δ

0

sP ′r(e
is)ds

]
Usando integración por partes∫ θ+δ

θ−δ
Pr,θ(e

it)dµ(t) < 2A

∫ δ

0

Pr(e
is)ds

< 2A

∫ π

0

Pr(e
is)ds

= 2πA

Por lo tanto, juntando las dos desigualdades anteriors

P [dµ](eiθ) <
1

2π
Pr(e

iδ)|µ|(S1) +A

Como Pr(e
iδ)→ 0 cuando r → 1 se tiene que

ĺım sup
r→1

P [dµ](eiθ) ≤ A
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Finalmente, A es una constante que se puede tomar arbitrariamente cerca
a Dµ tal que

ĺım sup
r→1

P [dµ](eiθ) ≤ Dµ(eiθ)

por un argumento análogo tomando la medida −µ también se tiene que

Dµ(eiθ) ≤ ĺım inf
r→1

P [dµ](eiθ)

Entonces por el teorema de Radon-Nikodym

ĺım
r→1

P [dµ](eiθ) = Dµ(eiθ)

casi seguro.

Caso 1 < p ≤ ∞. Si f satisface las hipótesis del teorema entonces f en una
función armónica en D tal que se cumple (9) del Teorema 6.0.3 entonces
existe f∗ ∈ Lp(S1) tal que f = P [f∗]. Veamos que efectivamente f∗(eiθ) =
ĺımr→1 fr(e

iθ) casi siempre. Observe que en particular f∗ ∈ L1(S1) luego
si se toma eiθ ∈ S1 fijo se puede definir la medida real de Borel µ por

µ(E) =

∫
E

|f∗(eit)− f∗(eiθ)|dλ′(t)

Entonces por el teorema 5.2.4 si {Ik(eiθ)}0<k≤2π son arcos simétricos en
S1 centrados en eiθ de longitud k tal que cuando k → 0 se van contrayendo
hacia eiθ entonces

ĺım
k→0

µ(Ik)

λ′(Ik)
= ĺım
k→0

1

λ′(Ik)

∫
Ik

|f∗(eit)− f∗(eiθ)|dλ′(t)

= |f∗(eiθ)− f∗(eiθ)|
= 0

casi siempre. Sea ε > 0, por lo anterior casi siempre existe I0 tal que para
todo I ⊂ I0

µ(I) ≤ ελ′(I) (1)

Como µ es una medida real y para todo eit ∈ (S1− I0), cos(θ− t) ≤ C < 1
entonces para todo 0 ≤ r < 1, (1− 2r cos(θ − t) + r2) ≥ K > 0 luego

ĺım
r→1

∫
S1−I0

Pr,θ(e
it)dµ(t) = ĺım

r→1

∫
S1−I0

1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2
dµ(t)

≤ ĺım
r→1

1− r2

K
[µ(S1)− µ(I0)] = 0

Por otro lado, veamos que∫
I0

Pr,θ(e
it)dµ(t) ≤ sup

I⊂I0

µ(I)

λ′(I)
< ε

50



Para esto se define una sucesión de funciones simples {si}i∈N por

si =

ki∑
n=1

(ain − ain+1)1Ini

donde I0 = I1i ⊃ I2i ⊃ · · · ⊃ Iki son subarcos de I0 centrados en eiθ, 1I
es la función caracteŕıstica en I y ain es el máximo número real tal que si
−π < t ≤ π

0 ≤ ain ≤ Pr,θ(eit)1Ini (e
it)

Entonces si {Ini} i∈N
1≤n≤ki

es una sucesión de subarcos de I0 definidos como

antes tal que el conjuntos de puntos extremos de estos arcos es denso en I0
entonces si(t) ≤ Pr,θ(eit) y si → Pr uniformemente ya que Pr es continua.
Con esta notación, por el teorema de convergencia dominada (teorema
5.2.1), por (1) y por el teorema 6.0.5∫

I0

Pr,θ(e
it)dµ(t) = ĺım

i→∞

∫
I0

sidµ

= ĺım
i→∞

ki∑
n=1

(ain − ain+1)µ(Ini)

≤ ε ĺım
i→∞

ki∑
n=1

(ain − ain+1)λ′(Ini)

= ε

∫
I0

Pr,θ(e
it)dλ′(t)

≤ ε
∫
K

Pr,θ(e
it)dλ′(t)

= ε

Finalmente observe que para todo ε > 0

ĺım
r→1
|f(reiθ)− f∗(eiθ)| ≤ ĺım

r→1

∫
S1

Pr,θ(e
it)dµ(t)

= ĺım
r→1

∫
S1−I0

Pr,θ(e
it)dµ(t) + ĺım

r→1

∫
I0

Pr,θ(e
it)dµ(t)

< ε

Por lo anterior,
ĺım
r→1
|f(reiθ)− f∗(eiθ)| = 0

Por último se puede observar que dada f ∈ Hp(D) para 1 ≤ p ≤ ∞, se
cumplen las hipótesis del teorema de Fatou. En particular si 1 ≤ p <∞ se tiene
que ‖f∗‖Lp = ‖f‖p. Esto pues dado α ∈ S1 fije 0 ≤ R < 1 y tome Ωα el interior
de la cerradura convexa del disco de radio R y el punto α. Defina la función
NRf : S1 → C

NRf(eit) = {sup |f(z)| | z ∈ Ωeit}

51



Por la continuidad de f en el disco abierto se tiene que NRf es Lower semi-
continuous luego es integrable y además |fr| ≤ NRf entonces por el Teorema
de Convergencia Dominada 5.2.1 ĺımr→1 ‖fr − f∗‖Lp = 0 y consecuentemente
‖f∗‖Lp = ‖f‖p por desigualdad triangular invertida.

Por otro lado si p =∞ también vale que si f ∈ H∞, entonces ‖f∗‖L∞ = ‖f‖∞
para esto observe que como f es acotada y converge casi seguro a f∗ entonces por
teorema de convergencia dominada se tiene que {fr} ⊆ L∞ converge débilmente
a f∗. Además por el teorema de Hahn Banach existe un funcional ϕ : L∞ → C
tal que ϕ(f∗) = ‖f∗‖L∞ y ‖ϕ‖ = 1. Por el Teorema de representación de Riesz
existe una medida regural µ tal que ‖f∗‖L∞ = ϕ(f∗) =

∫
S1 f

∗(eit)dµ(t) luego
por el lema de Fatou

‖f∗‖L∞ =

∣∣∣∣∫
S1

f∗(eit)dµ(t)

∣∣∣∣ ≤ ĺım inf
r→1

∫
S1

|fr(eit)|d|µ|(t) ≤ ĺım
r→1
‖fr‖L∞

Por otro lado, para todo 0 ≤ r < 1

‖fr‖∞ = sup
θ
|f(reiθ)|

= sup
θ

∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
Preiθ (e

it)f∗(eit)dt

∣∣∣∣
≤ ‖f∗‖L∞ sup

θ

1

2π

∫ π

−π
Preiθ (e

it)dt

= ‖f∗‖L∞

Por lo tanto ‖f‖∞ = ‖f∗‖L∞ .

Estas observaciones permiten ver que para 1 ≤ p ≤ ∞, Hp(D) se puede ver
como un subespacio cerrado de Lp(S1) via la isometŕıa f 7→ f∗. Además, como
f es holomorfa en D se puede expresar de la forma f(reiθ) =

∑∞
n=0 an(reiθ)n y

además ĺımr→1 f(reiθ) = f∗(eiθ) luego f∗(z) =
∑∞
n=0 anz

n. Además, dada una
función f ∈ Lp(S1) con f(z) =

∑∞
n=0 anz

n entonces la integral de Poisson de f
está en Hp(D) como consecuencia del teorema 6.0.5. Es decir que la imagen de
Hp(D) en Lp son las funciones cuyos coeficientes de Fourier valen cero para los
enteros no positivos. Se denotará por Hp la imagen de Hp(D) en Lp(S1).

Los resultados anteriores permiten definir las siguientes funciones.

Definición 7.2.1. Una función M ∈ H∞ se dice Inner function si |M∗| = 1
casi siempre en S1.

Un ejemplo de una Inner function son los productos infinitos de Blaschke.
Ya se hab́ıa mostrado que B ∈ H∞. Por el teorema de Fatou existe el ĺımite
radial B∗ entonces veamos que |B∗| = 1 casi siempre. Se tiene antes el siguiente
resultado

ĺım
r→1

1

2π

∫ π

−π
ln |B(reit)|dt = 0

En primer lugar observe que si se define BN como el producto de Blaschke
truncado desde N hasta infinito, es decir

BN (z) =

∞∏
n=N

αn − z
1− αnz

|αn|
αn
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Entonces la función | BBN | no tiene ceros ni polos en una vecindad de S1 donde

ln | BBN | es continua y se tiene

ĺım
r→1

1

2π

∫ π

−π
ln

∣∣∣∣ B(reit)

BN (reit)

∣∣∣∣ dt =
1

2π

∫ π

−π
ln |1|dt = 0

Es decir que ĺımr→1
1

2π

∫ π
−π ln |BN (reit)|dt = ĺımr→1

1
2π

∫ π
−π ln |B(reit)|dt. Por

otro lado, suponga sin pérdida de generalidad que B(0) 6= 0 entonces por la
fórmula de Jensen (teorema 7.1.1) si f es una función holomorfa tal que f(0) 6= 0
entonces se tiene que para 0 < r < s < 1

e
1
2π

∫ π
−π ln |f(reit)|dt = |f(0)|

Nr∏
n=1

r

|αn|
≤ |f(0)|

Ns∏
n=1

s

|αn|
= e

∫ π
−π ln |f(seit)|dt

entonces 1
2π

∫ π
−π ln |B(reit)| es monotona creciente con respecto a r y está aco-

tada por arriba pues |B(reit)| ≤ 1 entonces el ĺımite existe. Además − ln |B| es
no negativa luego por el teorema de Fatou

ln |BN (0)| ≤ ĺım
r→1

1

2π

∫ π

−π
ln |BN (reit)|dt ≤ 1

2π

∫ π

−π
ln |B∗(reit)| ≤ 0

Por otro lado, observe que esto es cierto para todo N y si el producto de Blaschke
es infinito entonces ĺımN→∞BN (0) = ĺımN→∞

∏∞
n=N |αn| = 1 ya que {αn} se

toman ordenados según la norma y |αn| → 1 luego

ĺım
r→1

1

2π

∫ π

−π
ln |B(reit)|dt = 0

Entonces como |B| ≤ 1 se tiene que ln |B(reit)| ≤ 0 y como la integral es no
positiva se tiene que ln |B∗| = 0 casi siempre y por lo tanto |B∗| = 1 casi siem-
pre. Esto demuestra que un producto de Blaschke infinito en una Inner Function.

En general se tiene el siguiente teorema de clasificación sobre las Inner Fun-
ctions

Teorema 7.2.2. [14, Pg. 342] Sean B un producto de Blaschke, µ una medida
de Borel positiva finita sobre S1 y singular con respecto a la medida de Lebesgue
y

M(z) = cB(z)e
−

∫ π
−π

eit+z

eit−z
dµ(t)

Si c es una constante tal que |c| = 1 entonces M es una Inner function y en
general cualquier inner function se escribe de esta manera.

Demostración. Sea M(z) definida de esta manera, entonces M
B no tiene ceros y∣∣M

B

∣∣ = e
−Re(

∫ π
−π

eit+z

eit−z
dµ(t))

y como µ es una medida positiva ln
∣∣M
B

∣∣ es la integral

de Poisson dada por P [−dµ] luego ln
∣∣M
B

∣∣ ≤ 0. Por lo tanto
∣∣M
B

∣∣ ∈ H∞. Falta ver
que |M∗| = 1 para esto observe que como µ es una medida singular Dµ = 0 casi
seguro y por el Teorema de Fatou ĺımr→1 ln

∣∣M
B

∣∣ = ĺımr→1 P [−dµ] = −Dµ =

0 casi seguro. Es decir que
∣∣∣M∗B∗ ∣∣∣ = 1 casi seguro y como |B∗| = 1 se tiene
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necesariamente que |M∗| = 1.
Por otro lado veamos que si ϕ(z) ∈ H∞ es una Inner function entonces esta
se escribe de esta forma canónica. Para esto sea B el producto de Blaschke
asociado a los ceros de ϕ, entonces ϕ

B es armónica en D y se tienen las siguientes
desigualdades

(1).
∥∥ ϕ
B

∥∥
∞ = ‖ϕ‖∞ ≤ 1 por el Lema 7.2.1.

(2).
∣∣∣ ϕ∗B∗ ∣∣∣ = |ϕ∗| = 1 ya que |B∗| = 1.

Entonces por (1) ln
∣∣ ϕ
B

∣∣ es una función armónica negativa luego por el corolario

6.0.1 existe una medida de borel positiva µ sobre S1 tal que ln
∣∣ ϕ
B

∣∣ = P [−dµ].

Además por (2) se tiene que ln
∣∣∣ ϕ∗B∗ ∣∣∣ = 0 casi seguro pero por el Teorema de

Fatou ĺımr→1 ln | ϕB | = ln
∣∣ ϕ
B

∣∣ = −Dµ casi seguro. Es decir que Dµ = 0 casi
seguro y por lo tanto µ es singular.

Finalmente veamos el teorema sobre los subespacios invariantes de la apli-
cación S : z 7→ zf(z) en H2(D). Para esto note que H2(D) es un espacio de
Hilbert con respecto a su norma si se define el producto interno en H2(D) para
f, g ∈ H2(D) por

〈f, g〉 =
1

2π

∫ π

−π
f∗(eit)g∗(eit)dt

Teorema 7.2.3. (Teorema de Beurling) [14, Pg. 348] Sea ϕ una Inner Function
entonces

ϕH2(D) es un subespacio cerrado de H2(D) que es S-invariante.

Si Y es un subespacio cerrado S−invariante de H2(D) no trivial, entonces
existe una Inner function ϕ ∈ Y tal que Y = ϕH2(D).

Demostración. Como ϕ es Inner Function, |ϕ∗| = 1 casi siempre luego la apli-
cación f 7→ ϕf es una isometŕıa. Por esto ϕH2(D) es un espacio de Banach
y por ende es un subespacio cerrado de H2(D). Además es S−invariante pues
S(ϕf) = z(ϕf) = ϕzf = ϕ(Sf).

Por otro lado, si Y es un subespacio cerrado de H2(D) observe que zY está
contenido propiamente en Y pues existe k ∈ N el mı́nimo natural tal que si
f ∈ Y

f =

∞∑
n=k

cnz
n

Como k es el mı́nimo existe f0 ∈ Y tal que f0 6∈ zY . Tome ϕ ∈ Y tal que
ϕ ⊥ zY y ‖ϕ‖ = 1. Veamos que ϕ efectivamente es una Inner Function. Para
ver que ‖ϕ∗‖ = 1 casi siempre.
Observe que para n = 1, 2, . . . , se tiene znϕ ⊥ ϕ esto es

1

2π

∫ ∞
−∞

ϕ∗(eit)ϕ∗(eit)e−intdt =
1

2π

∫ ∞
−∞
|ϕ∗(eit)|2e−intdt = 0

54



Además, también se tiene

1

2π

∫ ∞
−∞

ϕ∗(eit)eintϕ∗(eit)dt =
1

2π

∫ ∞
−∞
|ϕ∗(eit)|2eintdt = 0

Observe que estos son los coeficientes de Fourier de la función |ϕ∗|2 ∈ L1(S1)
para n 6= 0. Entonces por la unicidad de la representación de esta función como
serie de fourier se tiene

|ϕ∗(eiθ)|2 =
1

2π

∫ ∞
−∞
|ϕ∗(eit)|2dt = 1

casi siempre.

Por otro lado, es necesario también verificar que ϕ ∈ H∞, para acotarla ob-
serve que |ϕ(reiθ)| = | 1

2π

∫ π
−π Pr,θ(e

it)ϕ∗(eit)|dt ≤ 1.

Por último verifiquemos que ϕH2(D) = Y En primer lugar observe que ϕH2(D)
es cerrado por lo que vimos en la primera parte de la prueba y además znϕ ∈ Y
por la invarianza de Y luego ϕC[z] ⊆ Y . Pero los polinomios son densos en
H2(D) (lo anterior es porque las sumas parciales de la expansión de la función
en una serie convergen fuertemente por la identidad de Parseval) y Y es cerrado
entonces ϕH2(D) ⊆ Y . Para ver que ϕH2(D) = Y suponga por contradicción
que existe h ∈ Y y h ⊥ ϕH2(D) (esto se tiene ya que ϕH2(D) es cerrado)
entonces como ϕzn ∈ ϕH2(D) para n = 0, 1, . . . , se tiene para h ⊥ ϕzn esto es

1

2π

∫ π

−π
h∗(eit)ϕ∗(eit)e−intdt = 0

Además znh ∈ zY para n = 1, 2, . . . , entonces znh ⊥ ϕ esto es

1

2π

∫ π

−π
h∗(eit)ϕ∗(eit)eintdt = 0

Es decir que todos los coeficientes de Fourier de h∗ son cero luego h∗ = 0 casi
siempre y por lo tanto h = 0. De lo anterior se concluye que ϕH2(D) = Y .

Para concluir la sección sobre espacios de Hardy es importante mencionar el
Teorema de Factorización de Beurling. Para esto se define la siguiente clase de
funciones.

Definición 7.2.2. Una función Q se dice Outer Function si existen ϕ una
función medible en S1 para la cual lnϕ ∈ L1(S1) y c una constante con |c| = 1
tal que

Q(z) = ce
1
2π

∫ π
−π

eit+z

eit−z
lnϕ(eit)dt

.

Estas clases de funciones permiten factorizar cualquier función f ∈ Hp(D)
para 1 ≤ p ≤ ∞ como un producto f = MfQf donde Mf , Qf son Inner y Ou-
ter functions respectivamente. Esta factorización de puede entender como una
descomposición de f en su parte angular y su parte modular respectivamente.
Probaremos a continuación que para f ∈ Hp(D), ln |f∗| es integrable y se pue-
de definir la función exterior Qf con respecto a ϕ = |f∗|. También observe que
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definida de esta forma ln |Qf | es la integral de Poisson P [ln |f∗|] entonces por el
Teorema de Fatou 7.2.1 ĺımr→1 ln |Q(reit)| = ln |f∗(eit)| casi siempre luego

ĺım
r→1
|Q(reit)| = |f∗(eit)| = ĺım

r→1
|f(reit)|

casi siempre. Una discusión exhaustiva sobre la factorización de los espacios
Hp(D) se presenta en [8].

Teorema 7.2.4. [14, Pg. 344] Para 1 ≤ p ≤ ∞ si f ∈ Hp(D) y f 6≡ 0 entonces
ln |f∗| ∈ L1(S1) y la Outer function dada por

Qf = e
1
2π

∫ π
−π

eit+z

eit−z
ln |f∗(eit)|dt

(2)

está en Hp(D) y existe Mf una Inner Function tal que

f = MfQf .

Demostración. Sea f ∈ Hp(D) y B el producto de Blaschke correspondiente a
los ceros de f . Si g = f/B por el lema 7.2.1 |f∗| = |g∗| casi siempre. Tomando g
en vez de f , se puede suponer sin pérdida de generalidad que f no tiene ceros en
D. De esta forma ln |f | es armónica en S1. Escriba su respectiva descomposición
en funciones no negativas

ln |f | = ln+ |f | − ln− |f |

Entonces por la propiedad de la media aritmética para funciones armónicas si
0 < r < 1

1

2π

∫ π

−π
ln− |f(reit)|dt+ ln |f(0)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
ln+ |f(reit)|dt ≤ ln ‖f‖1 <∞

La última desigualdad es porque para todo 1 ≤ p ≤ ∞, Hp(D) ⊆ H1 ⊆ N
donde N denota la clase de Nevanlinna. Además, por el teorema de Fatou

1

2π

∫ π

−π
ln− |f∗(eit)|dt ≤ ln ‖f‖1 − ln |f(0)| <∞

1

2π

∫ π

−π
ln+ |f∗(eit)|dt ≤ ln ‖f‖1 <∞

Luego como estás son funciones acotadas no negativas casi siempre entonces
ln |f∗| ∈ L1(S1). Por esto la función Qf en (2) está bien definida como Ou-
ter Function. Observe que por las observaciones anteriores sobre esta clase de
funciones se tiene que

ĺım
r→1
|Qf (reit)| = |f∗(eit)| = ĺım

r→1
|f(reit)|

luego ‖Q∗f‖p = ‖f∗‖p 6= 0 por lo tanto Qf ∈ Hp(D) y se puede tomar Mf =
f/Qf . Entonces es necesario probar que Mf ∈ H∞ y para esto es suficiente ver
que para todo z ∈ D

|f(z)| ≤ |Qf (z)|

Por la definición de Qf , basta ver que la integral de Poisson de ln |f∗| satisface

ln |f(z)| ≤ P [ln |f∗|](z)
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Para esto fije z = reiθ y observe que si se define fR(z) = f(Rz) entonces
ĺımR→1 ‖fR − f∗‖L1 = 0 y fR son funciones armónicas por lo tanto

log |fR(z)| = P [ln+ |fR|](z)− P [ln− |fR|](z) (3)

También observe que para cualesquier u, v números reales

| ln+(u)− ln+ v| ≤ |u− v|

entonces

|P [ln+ |fR|](reit)− P [ln+ |f∗|](reit)| ≤ 1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)| ln+ |fR(eit)| − | ln+ |f∗(eit)||dt

≤ 1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)|fR(eit)− f∗(eit)|dt

Tomando el ĺımite cuando R→ 1, como Pr(θ− t) no depende de R, y reempla-
zando en (3) se tiene que

log |f(z)| = P [ln+ |f∗|](z)− ĺım
R→1

P [ln− |fR|](z)

Además, observe que como ln− |fR| es una función nonegativa, por el lema de
Fatou y el resultado anterior se tiene que

P [ln− |f∗|](z) ≤ ĺım inf
R→1

P [ln− |fR|](z) = P [ln+ |f∗|](z)− ln |f(z)|

Entonces, reemplazando se tiene que

log |f(z)| ≤ P [ln+ |f∗|](z)− ĺım
R→1

P [ln− |f∗|](z) = P [ln |f∗|](z)]

De esto se deduce que Mf es una Inner Function.
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8. Cálculo-H∞ de operadores.

En esta sección se estudiará el problema del subespacio invariante mediante
la herramienta de cálculo funcional. Para construir el cálculo funcional serán
necesarias las siguientes definiciones. Sea T : H → H un operador acotado en
un espacio de Hilbert. Un subespacio cerrado M de H se dice reductor si M es
T−invariante y T ∗− invariante. Un operador se dice completamente no uni-
tario si su restricción a cualquier subespacio reductor de H nunca es unitario.
Finalmente, en esta sección se construye un cálculo funcional para operadores
T : H → H completamente no unitarios tal que ‖T‖ ≤ 1.

En este caso no se pierde generalidad para el problema del subespacio inva-
riante ya que este es el único caso que aún esta abierto. Lo anterior ya que si
T : H → H es un operador normal no trivial, es decir que vale T ∗T = TT ∗,
entonces T tiene una descomposición espectral en términos de proyecciones orto-
gonales y por lo tanto H tiene subespacios cerrados T−invariantes no triviales
[4, Pg. 87]. En particular si T : H → H es un operador unitario, es decir si
TT ∗ = T ∗T = Id, entonces H tiene subespacios cerrados T−invariantes no
triviales. Además, para toda contracción T : H → H, H se puede descomponer
como suma directa de subespacios reductores de T tal que H = H1 ⊕H2 y la
resticción de T a H1 es un operador unitario y la restricción de T a H2 es un
operador completamente no unitario [12, Pg. 9]. Por lo anterior, basta conside-
rar el caso de operadores completamente no unitarios.

Sea T : H → H un operador completamente no unitario y supongamos sin
pérdida de generalidad que ‖T‖ ≤ 1, es decir que T es una contracción, enton-
ces se puede construir el cálculo-H∞ asociado a este operador a partir de una
generalización del Kernel de Poisson a la teoŕıa de operadores. Esto es, si T es
un operador completamente no unitario y f ∈ H∞ entonces se puede definir
el operador f(T ) y se tiene ‖f(T )‖ ≤ ‖f‖∞,D [4, Cap. 2]. Para concluir, se
mostrarán aplicaciones de esta teoŕıa al estudio del problema del subespacio
invariante.

Para construir el cálculo-H∞ se necesita definir el Kernel de Poisson sobre
una contracción completamente no unitaria. Recuerde que para reiθ ∈ D se

hab́ıa definido Pr,θ(e
it) = 1−r2

1−2r cos(θ−t)+r2 el kernel de Poisson escalar que es

una armónica en D. De hecho, esta definición coincide con la siguiente

Pr,θ(e
it) =

1

1− reiθe−it
+

1

1− re−iθeit
− 1 (1)

ya que

1

1− reiθe−it
+

1

1− re−iθeit
− 1 =

1− r2

(1− rei(θ−t))(1− re−i(θ−t))

=
1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2
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Ahora sea T : H → H un operador tal que σ(T ) ⊂ D y reiθ ∈ D. Se define el
kernel de Poisson evaluado en T denotado por Kr,θ(T ), un operador sobre H
dado por

Kr,θ(T ) = (I − reiθT ∗)−1 + (I − re−iθT )−1 − I (2)

Es necesario ver que si T : H → H es una contracción entonces Kr,θ(T ) es un
operador en L(H) y está bien definido.

Lema 8.0.1. Sea T : H → H un operador en L(H) tal que σ(T ) ⊂ D. Entonces

Kr,θ(T ) = (I − reiθT ∗)−1(I − r2T ∗T )(I − re−iθT )−1 (3)

= (I − reiθT )−1(I − r2TT ∗)(I − re−iθT ∗)−1 (4)

=

∞∑
n=0

rneinθT ∗n +

∞∑
n=0

rne−inθTn − I (5)

Demostración. Para ver (3) y (4) observe que

(I − reiθT ∗)Kr,θ(T )(I − re−iθT )

= (I − re−iθT ) + (I − reiθT ∗)− (I − reiθT ∗)(I − re−iθT )

= I − r2T ∗T

(I − re−iθT )Kr,θ(T )(I − reiθT ∗)
= (I − re−iθT ) + (I − reiθT ∗)− (I − reiθT )(I − re−iθT ∗)
= I − r2TT ∗

De donde se tiene (3) y (4). Para ver que vale (5) es suficiente mostrar que∑∞
n=0 r

neinθT ∗n converge en norma de operadores y además es el inverso del
operador (I−reiθT ∗) de donde se sigue (5). Para esto observe que como σ(T ) ⊂
D y se tiene la cota espectral

ĺım
n→∞

‖Tn‖ 1
n = sup{|λ| : λ ∈ σ(T )} ≤ 1

Sea ε > 0 tal que r(1 + ε) < 1, entonces existe N ∈ N para el cual si n ≥
N , ‖Tn‖ 1

n < (1 + ε) luego en particular rn‖Tn‖ = rn‖T ∗n‖ < rn(1 + ε)n

luego
∑∞
n=0 r

neinθT ∗n y
∑∞
n=0 r

ne−inθTn convergen en norma de operadores y
además

(I − reiθT ∗)
∞∑
n=0

rneinθT ∗n =

∞∑
n=0

rneinθT ∗n − rn+1eiθ(n+1)T ∗(n+1)

= I

De forma análoga (I − re−iθT )
∑∞
n=0 r

ne−inθTn = I de donde se tiene (5).

Por lo anterior, si T : H → H es una contracción como σ(T ) ⊂ D entonces
para reiθ ∈ D, Kr,θ(T ) : H → H es un operador continuo bien definido. Además
se tiene el siguiente resultado sobre el operador Kr,θ(T ).

Teorema 8.0.1. Sea T : H → H un operador. Entonces es condición necesaria
y suficiente para que ‖T‖ ≤ 1 que σ(T ) ⊂ D y que para todo reiθ ∈ D, Kr,θ(T )
sea un operador positivo.
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Demostración. Primero observe que por el lema 8.0.1 el operador Kr,θ(T ) está
bien definido para todo reiθ ∈ D si σ(T ) ⊂ D. Además, dado h ∈ H, por (3) se
tiene la siguiente igualdad

〈Kr,θ(T )h, h〉 = 〈(I − reiθT ∗)−1(I − r2T ∗T )(I − re−iθT )−1h, h〉
= 〈(I − r2T ∗T )(I − re−iθT )−1h, (I − re−iθT )−1h〉

Si se toma la sustitución h̃ = (I− re−iθT )−1h, como (I− re−iθT ) es un isomor-
fismo entonces también para todo h̃ ∈ H existe h ∈ H tal que

〈Kr,θ(T )h, h〉 = 〈(I − r2T ∗T )h̃, h̃〉
= ‖h̃‖2 − r2‖T h̃‖2

Esto último es positivo para todo 0 ≤ r < 1 si y solamente si r2‖T h̃‖2 ≤ ‖h̃‖2
lo cual que ocurre si y sólamente si ‖T h̃‖ ≤ ‖h̃‖ y esto sucede si y sólamente si
‖T‖ ≤ 1. Por lo anterior, es condición necesaria y suficiente para que ‖T‖ ≤ 1
que σ(T ) ⊂ D y que para todo reiθ ∈ D, Kr,θ(T ) sea un operador positivo.

Por otro lado, recuerde que si f es una función armónica en D entonces f se
representa por medio de una integral con Kernel de Poisson escalar. Se quiere
generalizar este resultado para f(T ) con f ∈ H∞.

Teorema 8.0.2.

p(rT ) =

k∑
n=1

am(rT )m =
1

2π

∫ π

−π
p(eit)Kr,t(T )dt

Demostración. Por (5) se tiene que

1

2π

∫ π

−π
p(eit)Kr,t(T )dt =

=

k∑
m=0

am

[
1

2π

∫ π

−π
eimt

∞∑
n=0

rneintT ∗n + eimt
∞∑
n=0

rne−intTndt− eimtdt

]

=

k∑
m=0

amr
mTm

Aqui usamos que {eint}n∈Z es una familia ortonormal luego
∫ π
−π e

imtdt = 0 si
m ∈ Z \ {0}.

Además, veamos que si T es una contracción entonces vale la desigualdad de
von Neumann, esto es que para todo p ∈ C[z], ‖p(T )‖ ≤ ‖p‖∞,D.

Lema 8.0.2. Si T : H → H es una contracción entonces para todos x, y ∈ H

1

2π

∫ π

−π
|〈Kr,t(T )x, y〉|dt ≤ ‖x‖‖y‖ (6)

Demostración. Sean x, y ∈ H. Por el lema 8.0.1 Kr,t(T ) es un operador positivo
para todo reit ∈ D luego en particular es autoadjunto y tiene una raiz cuadrada
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positiva entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

1

2π

∫ π

−π
|〈Kr,t(T )x, y〉|dt =

=
1

2π

∫ π

−π

∣∣∣∣〈√Kr,t(T )x,
√
Kr,t(T )y

〉∣∣∣∣ dt
≤ 1

2π

∫ π

−π

∥∥∥∥√Kr,t(T )x

∥∥∥∥ ∥∥∥∥√Kr,t(T )y

∥∥∥∥ dt
Además ‖

√
Kr,t(T )x‖ ∈ L2(S1) pues por el teorema por el teorema 8.0.2 si se

toma el polinomio 1 ∈ C[z] se tiene que

1

2π

∫ π

−π

∥∥∥∥√Kr,t(T )x

∥∥∥∥2

dt =
1

2π

∫ π

−π
〈Kr,t(T )x, x〉dt

= 〈1x, x〉 = ‖x‖2

Entonces, por desigualdad de Hölder y por esta observación se tiene que

1

2π

∫ π

−π
|〈Kr,t(T )x, y〉|dt =

≤

(
1

2π

∫ π

−π

∥∥∥∥√Kr,t(T )x

∥∥∥∥2

dt

) 1
2
(

1

2π

∫ π

−π

∥∥∥∥√Kr,t(T )x

∥∥∥∥2

dt

) 1
2

≤
(

1

2π

∫ π

−π
〈Kr,t(T )x, x〉dt

) 1
2
(

1

2π

∫ π

−π
〈Kr,t(T )y, y〉dt

) 1
2

≤ ‖x‖‖y‖.

Teorema 8.0.3. (Desigualdad de Von Neumann) Sea T : H → H una contrac-
ción, entonces para todo p ∈ C[z]

‖p(T )‖ ≤ ‖p‖∞,D

Demostración. Veamos que para todo 0 ≤ r < 1 se tiene que |〈p(rT )x, y〉| ≤
‖p‖∞,D‖x‖‖y‖ para esto observe que por el Teorema 8.0.2

|〈p(rT )x, y〉| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
p(eit)〈Kr,t(T )x, y〉dt

∣∣∣∣
≤ ‖p‖∞,D

1

2π

∫ π

−π
|〈Kr,t(T )x, y〉|dt

≤ ‖p‖∞,D‖x‖‖y‖

Entonces, para todo 0 ≤ r < 1 se tiene que ‖p(rT )‖ ≤ ‖p‖∞,D. Además, si se

toma p(z) =
∑k
n=0 anz

n entonces como ‖T‖ ≤ 1 se tiene que ‖p(T )− p(rT )‖ ≤∑k
n=0(1− rk)|ak|. Por lo tanto

‖p(T )‖ = ĺım
r→1
‖p(rT )‖ ≤ ‖p‖∞,D

.
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Teorema 8.0.4. Sea T : H → H una contracción. Entonces dados cualesquiera
x, y ∈ H existe una medida µTx,y sobre S1 tal que

〈Kr,θ(T )x, y〉 =

∫
S1

Pr,θ(e
it)dµTx,y(eit)

Además, existe una función x ·T y ∈ L1(S1) que es el ĺımite radial

ĺım
r→1
〈Kr,θ(T )x, y〉 = (x ·T y)(eiθ)

y también ‖x ·T y‖L1 ≤ ‖x‖‖y‖.

Demostración. Sea z ∈ D, z = reiθ. Defina la función ϕ en D por

ϕ(reiθ) = 〈Kr,θ(T )x, y〉

ϕ es armónica en D ya que por (5)

ϕ(z) =

∞∑
n=0

zn〈T ∗nx, y〉+

∞∑
n=0

zn〈Tnx, y〉 − 〈x, y〉

que es armónica pues z 7→ z es armónica y z 7→
∑∞
n=0 cnz

n es holomorfa.
Además ϕ satisface las hipótesis del Teorema 6.0.3 ya que

sup
0≤r<1

1

2π

∫ π

−π
|ϕ(reiθ)|dt = sup

0≤r<1

1

2π

∫ π

−π
|〈Kr,θ(T )x, y〉|dt ≤ ‖x‖‖y‖

Por lo tanto existe una medida µTx,y sobre S1 tal que

〈Kr,θ(T )x, y〉 = ϕ(reiθ) =

∫
S1

Pr,θ(e
it)dµTx,y(eit)

Además por el Teorema de Fatou el ĺımite puntual existe, luego existe x ·T y ∈
L1(S1) tal que

x ·T y(eiθ) = ĺım
r→1

ϕ(reiθ) = ĺım
r→1
〈Kr,θ(T )x, y〉

y ‖x ·T y‖L1 ≤ ‖µTx,y‖ = sup0≤r<1 ‖ϕr‖Lp ≤ ‖x‖‖y‖ por el Teorema 8.0.2.

Si T : H → H es una contracción, por la desigualdad de von Neumann se
puede definir un cálculo funcional ΦT : C[z] → L(H) con ΦT (p) = p(T ). En
este caso, si dotamos a C[z] con la norma ‖ · ‖∞,D entonces ΦT es continua y
se dice que el cálculo funcional sobre C es un cálculo continuo. Para ver que
esto observe que si p(z) ∈ C[z] entonces p(z) es continuo en S1 luego por el
teorema 6.0.1 se tiene que ĺımr→1 ‖pr‖∞ = ‖p‖∞,S1 y por la propiedad de la
media aritmética ĺımr→1 ‖pr‖∞ = ‖p‖∞,S1 = ‖p‖∞,D entonces si {pn(z)}n∈N
es una sucesión de polinomios y p(z) ∈ C[z] tales que ‖pn − p‖∞ → 0 por la
desigualdad de von Neumann

‖pn(T )− p(T )‖ ≤ ‖pn − p‖∞,D = ‖pn − p‖∞ → 0.
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Observe que ‖ΦT ‖ ≤ 1, ΦT además se puede extender de manera continua a
A(D) que es el conjunto de funciones holomorfas en D cuya extensión a D es
continua. Entonces puedo definir Φ̃T : A(D) → L(H) como la extensión con-
tinua de ΦT . Por otro lado, veamos que esta extensión se puede escribir en
términos del kernel de Poisson para operadores.

Teorema 8.0.5. Sea T : H → H una contracción. Entonces para todo x, y ∈ H
existe una medida compleja µTx,y sobre S1 tal que si f ∈ A(D)

〈f(T )x, y〉 =

∫
S1

f(eit)dµTx,y(eit) (7)

y además para todo reiθ ∈ D

〈Kr,θ(T )x, y〉 =

∫
S1

Pr,θ(e
it)dµTx,y(eit)

Demostración. Si T : H → H es una contracción entonces por el Teorema 8.0.4
dados x, y ∈ H existe dµTx,y medida compleja en S1 tal que

〈Kr,θ(T )x, y〉 =

∫
S1

Pr,θ(e
it)dµTx,y(eit)

veamos que para esta medida efectivamente se satisface (7). Tome f ∈ A(D),
entonces f =

∑∞
k=0 ckz

k y sea {pn}n∈N ⊂ C[z] la sucesión de sumas parciales,
pn → f uniformemente en D. Entonces por la convergencia uniforme se puede
definir

f(T ) = ĺım
n→∞

pn(T ) =

∞∑
n=0

cnT
n (8)

En primer lugar observe que por definición

ĺım
n→∞

‖f(rT )− pn(rT )‖ → 0

y por el Teorema 8.0.2

pn(rT ) =
1

2π

∫ π

−π
pn(eit)Kr,t(T )dt

entonces como ‖pn − f‖∞,D → 0 y 1
2π

∫ π
−πKr,t(T )dt = 1

1

2π

∫ π

−π
|pn(eit)− f(eit)|Kr,t(T )dt ≤ ‖pn − f‖∞,D → 0

luego f(rT ) = 1
2π

∫ π
−π f(eit)Kr,t(T )dt y se tiene que

〈f(rT )x, y〉 =
1

2π

∫ π

−π
f(eit)〈Kr,t(T )x, y〉dt

=
1

2π

∫ π

−π
f(eit)

(∫
S1

Pr,t(e
it′)dµTx,y(eit

′
)

)
dt

=

∫
S1

(
1

2π

∫ π

−π
f(eit)Pr,t′(e

it)dt

)
dµTx,y(eit

′
)

=

∫
S1

f(reit
′
)dµTx,y(eit

′
)
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En el argumento anterior se utilizó el teorema de Fubini y la siguiente observa-

ción. Pr,t(e
it′) = Pr,t′(e

it) = 1−r2
1−2r cos(t−t′)+r2 . Finalmente, como f ∈ A(D) por

el Teorema 6.0.1 se tiene que ‖fr − f‖∞ → 0 entonces

〈f(T )x, y〉 = ĺım
r→1
〈f(rT )x, y〉

=

∫
S1

f∗(eit
′
)dµTx,y(eit

′
)

La caracterización en (7) contiene la idea para la extensión del cálculo fun-
cional a todo H∞. Antes es necesario la siguiente definición.

Definición 8.0.1. Sea T : H → H una contracción, T se dice absolutamente
continua si para todos x, y ∈ H la respectiva medida espectral µTx,y definida
como en el Teorema 8.0.4 por

〈Kr,θ(T )x, y〉 =

∫
S1

Pr,θ(e
it)dµTx,y(eit)

es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue normalizada
en S1. En este caso para todos x, y ∈ H existe x ·T y ∈ L1(S1) la derivada de
Radon-Nikodym y cumple dµTx,y(eit) = 1

2π (x ·T y)dt.

A continuación se quiere mostrar que si T : H → H es una contracción
absolutamente continua entonces se puede extender el cálculo funcional H∞

generalizando el resultado de (7) en el teorema 8.0.5. Sea ΦT : H∞ → L(H),
esta aplicación define una correspondencia f 7→ f(T ) y de ahora en adelante nos
referiremos a esta correspondencia dada por ΦT como el cálculo funcional. Se va
a mostrar que cada uno de los espacios H∞ y L(H) se puede ver como el dual
de un espacio de Banach de tal manera que Φ(T ) : (H∞, w∗) → (L(H), w∗) es
continua donde (H∞, w∗) y (L(H), w∗) son los respectivos espacios con la topo-
loǵıa débil estrella. En este caso decimos que ΦT es w∗ −w∗ continua. Veremos
más adelante que resulta conveniente trabajar con el cálculo funcional w∗ −w∗
continuo.

En primer lugar es necesario conocer la respectiva representación de L(H) y
H∞ como espacios duales.

Definición 8.0.2. Sean H un espacio de Hilbert, A : H → H tal que A ∈ L(H)
y {ei}i∈I una familia ortonormal completa de H. Se dice que A pertenece a la
clase de operadores Trace Class si

Tr(A) :=
∑
i∈I
〈Aei, ei〉 <∞

Este es un espacio vectorial y la siguiente define una norma en la clase de
operadores Trace Class

‖A‖1 = Tr(|A|) =
∑
i∈I
〈|A|ei, ei〉 <∞.
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Más aún, con base en esta norma los operadores de Trace Class forman un
espacio de Banach y el dual de este espacio es isométricamente isomorfo a L(H).
En efecto si T : H → H es un operador acotado se define el funcional lineal en
Trace Class dado por A 7→ tr(AT ) [11, Pg. 123]. Entonces podemos dotar a
L(H) de la topoloǵıa débil estrella.

Por otro lado se puede observar que si H∞ es la respectiva inclusión de H∞(D)
en L∞(S1) este es un subespacio débil estrella cerrado ya que es el espacio de
funciones en L∞(S1) con coeficientes de Fourier negativos iguales a cero. Es
decir que H∞ es la intersección del kernel de los funcionales definidos L∞(S1)
por f 7→ 〈f, e−int〉 para n = 1, 2, . . . , . Además se define el preaniquilador de
H∞ por

⊥H∞ := {g ∈ L1(S1) :
1

2π

∫ π

−π
gf(eit)dt = 0 ∀f ∈ H∞}

Observe que ⊥H∞ es el conjunto de funciones en L1 cuyos coeficientes de Fourier
valen cero para n = 0, 1, 2, · · · , pues {eint}∞n=0 ⊂ H∞ luego

⊥H∞ = {g ∈ H1 : g(0) = 0}

Por esto observe que dadas f, g ∈ L1(S1) entonces f − g ∈ ⊥H∞ si los coe-
ficientes de Fourier no positivos de f y g coinciden. Finalmente veamos que
(L1(S1)/⊥H∞)∗ = H∞. Esto se siguiente del siguiente lema general.

Lema 8.0.3. Sean X espacio un de Banach complejo, X ′ su dual y M es un
subespacio de X ′ cerrado en la topoloǵıa débil estrella de X ′. Entonces (X/⊥M)′

es isomorfo a M . Más aún, la topoloǵıa débil estrella que hereda M de X ′

coincide con la topoloǵıa débil estrella que hereda M bajo el isomorfismo que se
contruyó con el dual de (X/⊥M).

Demostración. Considere la proyección canónica π : X → (X/⊥M) y defina la
aplicación de (X/⊥M)′ sobre M dada por

(X/⊥M)′ →M

f̂ 7→ f := f̂ ◦ π

entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

X

X/⊥M C

π f∈M

f̂

Para ver que (f̂ ◦π) ∈M es suficiente notar que como M es cerrado en la topo-

loǵıa débil estrella entonces (⊥M)⊥ = M . Veamos entonces que (f̂◦π) ∈ (⊥M)⊥.

Dado x ∈⊥M se tiene que π(x) = 0 luego f̂ ◦ π(x) = 0.

Esta aplicación es una biyección pues dado f ∈ X ′ se puede construir f̂ ∈ (X/⊥)′

por

f 7−→
(
f̂ : [x] 7→ f(x)

)
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Definida de esta manera el diagrama conmuta, falta ver que está bien defi-
nida. Observe que si x − y ∈⊥M entonces f̂([x − y]) = f(x − y) = 0 luego

f̂([x]) = f̂([y]).

Por último vamos a probar que la topoloǵıa débil estrella que hereda M de
X ′ coincide con la topoloǵıa débil estrella que hereda M bajo el isomorfismo
que se contruyó con el dual de (X/⊥M). Dado x ∈ H y U un abierto de C se
tiene que

M ∩ x−1(U) = {f ∈M : f(x) ∈ U}

{f̂ ∈ (X/⊥M) : f̂([x]) = f̂ ◦ π(x) := f(x) ∈ U}
= [x]−1(U)

donde M ∩ x−1(U), [x]−1(U) son subbásicos en las respectivas topoloǵıas indu-
cidas.

En particular se tiene que (L1(S1)/⊥H∞)∗ es isomorfo a H∞ y las topo-
loǵıas débil estrella correspondientes coinciden por las observaciones anteriores.

La siguiente es la construcción del cálculo funcional H∞ para operadores ab-
solutamente continuos. Observe que esta condición sobre el operador no pone
restricciones para el estudio del problema del subespacio invariante ya que una
contracción T : H → H es absolutamente continuo si y sólamente si T es com-
pletamente no unitario [12, Pg. 84] y por la discusión inicial este es el único caso
que falta verificar para resolver el problema del subespacio invariante.

Teorema 8.0.6. Sea T : H → H una contracción absolutamente continua,
entonces se puede definir ΦT : H∞(D) → L(H) un cálculo funcional para
funciones en H∞(D) que satisface

1. ΦT es contractil (i.e. para todo f ∈ H∞(D), ‖f(T )‖ ≤ ‖f‖∞).

2. ΦT es multiplicativo.

3. ΦT es w∗ − w∗ continuo.

Además, ΦT extiende al cálculo funcional en A(D). Es decir, dado f ∈ H∞

se denota por Ψ(f) = f(T ) y si f∗(eit) = ĺımr→1 f(reit) (como en la sección
anterior) para todos x, y ∈ H entonces

〈f(T )x, y〉 =
1

2π

∫ π

−π
f∗(eit)x ·T y(eit)dt

donde x ·T y(eit) = ĺımr→1〈Kr,t(T )x, y〉.
Demostración. Sea f ∈ H∞(D). Para verificar las propiedades observe que para
todos x, y ∈ H

ĺım
r→1
〈f(rT )x, y〉 = 〈f(T )x, y〉

pues |f(reit)− f∗(eit)||x ·T y(eit)| ≤ (‖f‖∞ + ‖f∗‖L∞)|x ·T y(eit)| casi siempre,
entonces por el Teorema de Convergencia Dominada

ĺım
r→1
|〈f(rT )x, y〉 − 〈f(T )x, y〉| ≤ ĺım

r→1

1

2π

∫ π

−π
|f(reit)− f(eit)||x ·T y(eit)|dt

= 0
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1. Observe que

|〈f(rT )x, y〉| ≤ 1

2π

∫ π

−π
f(reit)x ·T y(eit)dt

≤ sup
θ
|f(reiθ)| 1

2π

∫ π

−π
|x ·T y(eit)|dt

≤ sup
θ
|f(reiθ)|‖x‖‖y‖

Entonces |〈f(T )x, y〉| ≤ ‖f‖∞‖x‖‖y‖. Por esto ‖f(T )‖ ≤ ‖f‖∞ y se puede
concluir que el cálculo funcional es contractil.

2. Observe que para todo x, y ∈ H si f, g ∈ H∞(D) y se definen fr, gr como
antes enotnces se tiene que fr, gr ∈ A(D) y frgr = (fg)r luego como
el cálculo funcional es contractil se tiene que ‖frgr(T ) − (fg)r(T )‖ ≤
‖frgr − (fg)r‖∞,D = 0. Además,

〈f(T )g(T )x, y〉 = ĺım
r→1
〈f(rT )g(rT )x, y〉

= ĺım
r→1
〈fg(rT )x, y〉

= 〈(fg)(T )x, y〉

3. Para ver la continuidad w∗ − w∗ se usa el siguiente lema

Lema 8.0.4. [3]. Sean X,Y espacios de Banach complejos con X sepa-
rable. Una transformación lineal T : (X ′, w∗) → (Y ′, w∗) es continua si

y sólo si para toda sucesión {ϕn}n∈N en X ′ tal que ϕn
w∗−−→ 0 entonces

Tϕn
w∗−−→ 0.

Entonces, por la discusión sobre los respectivos espacios (H∞, w∗) y (B(H), w∗),
como (H∞, w∗) es el dual de L1(S1)/⊥H∞ y L1(S1) es separable entonces

vale el lema 8.0.4. Sea {fn}n∈N ⊂ H∞ tal que fn
w∗−−→ 0 entonces usando la

notación del lema 8.0.3 se tiene que f̂n([g]) := 1
2π

∫ π
−π fng(eit)dt→ 0 para

toda g ∈ L1(S1). Con esto veamos que fn(T )
w∗−−→ 0. Sea A un operador

de la clase Trace-Class

Tr(Afn(T )) =
∑
i ∈I
〈Afn(T )ei, ei〉

=
∑
k ∈I

〈fn(T )ek, A
∗ek〉

=
∑
k∈I

1

2π

∫ π

−π
fn(eit)

[
ek ·T A∗ek

]
(eit)dt

tal que ‖ek ·T A∗ek‖L1 ≤ ‖ek‖‖A∗ek‖ ≤ ‖A‖ para todo k ∈ I. Además,
ya que {fn}n∈N es débilmente convergente, por el principio de acotación
de Banach-Steinhaus existe una constante M tal que para todo n ∈ N,

‖fn‖∞ ≤ M luego
∣∣∣ 1

2π

∫ π
−π fn(eit)

[
ek ·T A∗ek

]
(eit)dt

∣∣∣ ≤ M‖A‖ y por lo
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tanto

ĺım
n→∞

Tr(Afn(T )) =
∑
k∈I

ĺım
n→∞

1

2π

∫ π

−π
fn(eit)

[
ek ·T A∗ek

]
(eit)dt

= 0

Por lo anterior Tϕn
w∗−−→ 0 luego el cálculo funcional H∞ es w∗ − w∗

continuo.

Antes se necesitan las siguientes observaciones sobre teoŕıa de operadores.

Lema 8.0.5. [12, Pg. 84] Sea T : H → H una contracción entonces T es
absolutamente continuo si y sólo si T es completamente no-unitario.

Definición 8.0.3. Sea C0 la clase de operadores en L(H) tal que dado T : H →
H un operador, T ∈ C0 si T es una contracción completamente no-unitaria y
existe h ∈ H∞ tal que h(T ) ≡ 0.

El resultado al que se quiere llegar es que si T : H → H es contracción
completamente no unitaria de la clase C0 entonces H tiene un subespacio cerrado
T−invariante. Para ello es necesario primero el siguiente resultado de Beurling.

Teorema 8.0.7. (Teorema de Beurling) [6, Pg. 79] Sea M ⊂ H∞ un subespacio
no trivial de H∞. M es un ideal cerrado en la topoloǵıa débil estrella de H∞ si
y sólamente si existe una Inner Function ϕ ∈ H∞ tal que M = ϕH∞.

Demostración. Es claro que si M es de la forma ϕH∞, como ϕ es una isometŕıa,
ϕH∞ es un ideal cerrado en H∞. Por otro lado sea M un ideal cerrado en

la topoloǵıa débil estrella de H∞ entonces M ⊂ H∞ ⊂ H2. Defina M
H2

la
clausura de M en el espacio de Hardy H2, entonces por el teorema 7.2.3 existe

ϕ ∈ H∞ Inner Function tal que M
H2

= ϕH2. Además, M
H2

∩ H∞(D) =

ϕH∞(D) entonces es suficiente ver que M
H2

∩H∞ = M . Como M ⊆MH2

∩H∞

es suficiente ver la otra inclusión. Sea g ∈ MH2

∩H∞, suponga sin pérdida de
generalidad que ‖g‖∞ = 1. Sea {gn}n∈N ⊆M una sucesión en M tal que

‖gn − g‖2 <
1

n2

La idea es encontrar una sucesión {hn}n∈N ⊆ H∞ tal que {hngn}n∈N ⊆ M y
que converge a g en la topoloǵıa débil estrella de H∞. Tome hn como la Outer
Function con respecto a la función − ln+ |g∗n| que es de la forma ln | 1

g′n
| para una

función g′n medible ya que g∗n ∈ L∞ por el teorema de Fatou. En concreto,

hn(z) = e
1
2π

∫ π
−π −

eit+z

eit−z
ln+ |g∗n(eit)|dt

para verificar que esta función está bien definida como Outer Function es nece-
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sario ver que − ln+ |g∗n(eit)| ∈ L1 para esto observe que como ln |x| ≤ |x| − 1

1

2π

∫ π

−π
ln+ |g∗n(eit)|dt =

1

2π

∫
|g∗n|>1

ln |g∗n(eit)|dt

≤ 1

2π

∫
|g∗n|>1

|g∗n(eit)| − 1dt

≤ 1

2π

∫
|g∗n|>1

|g∗n(eit)− g∗(eit)|dt

≤ 1

2π

∫ π

−π
|g∗n(eit)− g∗(eit)|dt

≤ ‖gn − g‖2 <
1

n2

La última desigualdad es por la desigualdad de Hölder. Entonces las Outer
functions {hn} están bien definidas de esta manera y se tiene que ln |h∗n| =
ĺımr→1 P [− ln+ |g∗n|] = − ln+ |g∗n| luego

ln |h∗ng∗n| = ln |g∗n|+ ln |h∗n|
= ln |g∗n| − ln+ |g∗n| ≤ 0

Por lo tanto
‖hngn‖∞ ≤ 1 (9)

También veamos que si n → ∞, h∗n → 1 casi seguro. Para esto observe que
como 1 − e−|x| ≤ |x| entonces se tiene que hn(0) es real y se tiene la siguiente
desigualdad

1− hn(0) = 1− e
1
2π

∫ π
−π − ln+ |g∗n(eit)|dt ≤ 1− e−

1
n2 ≤ 1

n2

Observe que por (9) se tiene que ‖hn‖∞ ≤ 1. Además, como {hn} son Outer
functions son holomorfas entonces Re(hn) es armónica luego usando la propie-
dad de la media aritmética y el hecho de que L2 es un espacio de Hilbert se
tiene que

‖1− h∗n‖22 =
1

2π

∫ π

−π
(1− h∗n(eit))(1− h∗n(eit))dt

=
1

2π

∫ π

−π
1−Re(h∗n(eit)) + |h∗n(eit)|2dt

= ĺım
r→1

1

2π

∫ π

−π
1− 2Re(hn(reit)) + |hn(reit)|2dt

= 1− 2Re(hn(0)) + ĺım
r→1

1

2π

∫ π

−π
|hn(reit)|2dt

= 1 + ‖h∗n‖2 − 2Re(hn(0)) ≤ 2(1− hn(0))

Por lo anterior observe que

∞∑
n=1

‖1− h∗n‖22 ≤ 2

∞∑
n=1

(1− hn(0)) ≤ 2

∞∑
n=1

1

n2
<∞
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Por lo tanto h∗n → 1 casi seguro si n → ∞. Entonces usando (9) se tiene que
por convergencia dominada h∗ng

∗
n converge a g∗ en la topoloǵıa débil estrella de

H∞. De esto se sigue que M = ϕH∞.

Con estas observaciones se tiene el siguiente resultado.

Teorema 8.0.8. [4, Pg. 46] Sea T : H → H una contracción completamente
no-unitaria de la clase C0 entonces T es un múltiplo de la identidad o existe un
subespacio cerrado T−invariante de H no trivial.

Demostración. Como T es una contracción completamente no-unitaria por el
Lema 8.0.5, T es una contracción absolutamente continua luego se tiene la res-
pectiva contrucción del cálculo funcional. Además, el conjunto

J := {h ∈ H∞ : h(T ) ≡ 0}

es un ideal cerrado en la topoloǵıa débil estrella de H∞ luego existe una función
mT , llamada función minimal, tal que J = mTH

∞. Se tienen los siguientes dos
casos.

Caso 1. Si mT es un factor de Blaschke entonces

mT (z) =
λ− z
1− λz

|λ|
λ

Entonces mT (T ) = (λ − T )g(T ) con g ∈ A(D) tal que g(T ) es invertible luego
mT (T ) ≡ 0 si y sólamente si T es un múltiplo de la identidad.

Caso 2. Si mT no es un factor de Blaschke entonces existen θ, ϕ ∈ H∞ In-
ner functions no triviales tal que mT = θϕ. Para ver esto observe que si el
producto de Blaschke tiene más de un factor entonces tome θ un factor del pro-
ducto de Blaschke. Si mT es sólo su parte singular entonces esta parte singular
es positiva y se puede tomar θ como la raiz cuadrada de la parte singular que
también es Inner function. Considere el subespacio cerrado M ⊂ H

M = ker θ(T )

M es no trivial, es decir {0} (M ( H. Para ver esto suponga por contradicción
que ker θ(T ) = H entonces θ(T ) ≡ 0 y como mT es la funcion minimal de T
se tiene que mT divide a θ pero por construcción θ también divide a mT y por
lo tanto 1

ϕ ∈ H∞ y es una Inner function. Sin embargo ϕ es Inner function
enotonces veamos que esto sólo ocurre si ϕ es una constante de norma uno lo
que es una contradicción por que ϕ, θ se tomaron no triviales. Para esto observe
que por el teorema de la media aritmética para funciones anaĺıticas se tiene que

|ϕ(0)| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
ϕ(reit)dt

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ π

−π
|ϕ(reit)|dt

Además, como ϕ es acotada entonces

|ϕ(0)| ≤ ĺım
r→1

1

2π

∫ π

−π
|ϕ(reit)|dt =

1

2π

∫ π

−π
|ϕ∗(reit)|dt = 1
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De manera análoga se obtiene que
∣∣∣ 1
ϕ(0)

∣∣∣ ≤ 1 luego |ϕ(0)| = 1 y también para

todo 0 ≤ r < 1, 1
2π

∫ π
−π |ϕ(reit)|dt = 1. Por lo tanto |ϕ| ≤ 1 y por el principio

de módulo máximo ϕ es constante y de norma uno por ser Inner Function. Pero
esto es una contradicción pues se hab́ıa tomado ϕ como una Inner Function no
trivial y por lo tanto ker θ(T ) 6= H. De manera similar kerϕ(T ) 6= H por lo
tanto como θ(T )ϕ(T ) = mT (T ) ≡ 0 entonces ker θ(T ) 6= {0}. Por lo anterior M
es un subespacio cerrado de H no trivial y por la propiedad multiplicativa del
cálculo funcional M es invariante bajo T.

Este teorema es una aplicación del cálculo funcional H∞ que se contruyó, al
problema del subespacio invariante. La prueba utiliza la continuidad w∗−w∗ del
homomorfismo ΦT : H∞ → L(H) y también la información sobre la estructura
algebraica que hereda la imagen de esta aplicación en L(H). La imagen bajo ΦT
guarda una correlación con el espacio H∞(D) de forma que permite utilizar los
resultados sobre los subespacios invariantes de H∞(D) bajo el operador Shift
para construir subespacios invariantes del operador T.
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